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Prélogo

En este libro se examinan los aspectos basicos de los juegos no cooperativos y la
forma en que se utilizan en algunas de sus aplicaciones paradigmaticas en el ambi-
to de la economia. Un juego no cooperativo no es mas que un modelo matematico
que permite estudiar el comportamiento de dos o mas agentes racionales (llamados
jugadores)' cuando se ven involucrados en cualquier relacion en la que concurren
dos caracteristicas: por una parte, el objetivo de cada jugador colisiona total o par-
cialmente con los del resto de jugadores y, por otra, las ganancias de cada jugador
no dependen solamente de su propia actuacion, sino también del comportamiento
de los demas jugadores.” Con esta manera de formular —y de analizar— las rela-
ciones entre jugadores que suponemos que son racionales se intenta desentrafiar
la forma 6ptima de actuar de cada jugador en una situacion de conflicto en la que
cada uno atiende a sus propios intereses y, en el caso menos simplificado, trata de
comportarse estratégicamente mintiendo o, al menos, ocultando su informacién
cuando revelarla es perjudicial para sus objetivos.

La teoria de juegos tal como se muestra a lo largo de este libro empez6 a forjarse
a principios de la década de 1950. Nada mas emerger, se enfoc6 casi exclusivamente
al estudio de asuntos militares. Incluso pudo haber contribuido de manera signifi-
cativa a salvar a la humanidad de un posible apocalipsis nuclear durante la Guerra
Fria, al poner de manifiesto que la carrera armamentistica entre los EE. UU. y la
extinta URSS era un juego no cooperativo y, ademas, de suma negativa, por cuanto
ambos paises —y, por extension, todos los del mundo— acababan perdiendo. Luego,
pasados los veinte primeros afios en los que el objetivo primordial fue el analisis
de situaciones de confrontacion bélica, las aplicaciones de la teoria de juegos no
cooperativos traspasaron este umbral y se extendieron a otros ambitos tan diver-
sos como la biologia, la politica, la psicologia, la diplomacia, los interrogatorios
policiales, los convenios colectivos e incluso la educacion. Sin embargo, el mayor
y mas fructifero campo de aplicacion de la teoria de juegos no cooperativos fue —y
continua siendo— el de los negocios y las empresas y, en general, el de la ciencia
econoémica.

! Los jugadores pueden ser individuos que juegan una partida de poker, empresas que compiten en un
determinado mercado, gobiernos que estudian modificar o no los aranceles a la importacion de productos de
otros paises, ejércitos que analizan sus estrategias militares, sindicatos que barajan qué demandas salariales
plantear a las organizaciones empresariales, etc.

2 Asimismo, que los jugadores no puedan establecer acuerdos vinculantes entre si, aunque este aspecto ya
estd implicito en la propia definicién de juego no cooperativo.



XX Proélogo

Que la economia sea la ciencia en la que la teoria de juegos no cooperativos
ha encontrado méas y mejor acomodo tiene su razén de ser si tenemos en cuenta
que cuando hablamos de economia nos referimos a dos asuntos basicos. En primer
lugar, a la asignacién de recursos (econémicos) que son relativamente escasos, en
el sentido de que la gente siempre desea tener mas cantidad de ellos de la que existe
y puede conseguir. En segundo lugar, y derivado de la escasez relativa, es eviden-
te que, dada la dotacién de cualquier recurso, si un agente consigue una cantidad
mayor del mismo lo hace en detrimento de algiin otro, que consigue una cantidad
menor, y, por ende, surge la competencia por ese recurso. Pues bien, si economia
y conflicto tienen puntos concomitantes y si, ademas, el conflicto delimita el con-
texto tipico que define un juego no cooperativo, se puede colegir que la relacién
entre economia y teoria de juegos no cooperativos es poco menos que idiosincra-
tica. Todavia mas. Desde siempre, los economistas han admitido como razonable
el supuesto de que los agentes econdmicos representativos (consumidores, empre-
sas, sindicatos, reguladores...) actian de manera racional a la hora de tomar sus
decisiones 6ptimas.’ Y, feliz coincidencia, una de las hipotesis basicas de la teo-
ria de juegos es también la racionalidad que se le supone a los jugadores. Ergo, la
economia puede catalogarse como hermana preferente de la teoria de juegos.

La masiva aplicacion de la teoria de juegos no cooperativos al ambito de la eco-
nomia ha producido avances tan fructiferos en dicho campo que el premio Nobel
Jean Tirole no duda en afirmar que “la teoria de juegos (y la de la informacién) han
revolucionado nuestra comprension de las instituciones econémicas en las ultimas
cuatro décadas” (Tirole, 2017, p. 21). En efecto, antes de disponer de las herramien-
tas de la teoria de juegos, los economistas pudieron explicar, de manera razona-
blemente satisfactoria, el proceso de asignacion de recursos en mercados como el
monopolio y la competencia perfecta. Y fueron capaces de hacerlo sin recurrir a
esta teoria porque, en realidad, no la necesitaban: en el caso del monopolio porque
solo hay un actor que toma decisiones; en el caso de las industrias competitivas,
porque hay tantas empresas que el comportamiento de cada una de ellas tiene un
impacto irrelevante en el agregado y, por ende, no afecta a los resultados obtenidos
por cualquiera de las empresas, tanto las rivales como ella misma.

Sin embargo, las cosas eran diferentes cuando se trataba de comprender el pro-
ceso de asignacion de recursos en mercados e instituciones con pocos agentes y en
los cuales el resultado final de cada agente depende no solo de su comportamiento,
sino también de como actiian todos y cada uno de los demas (interaccion estratégi-
ca). Estos procesos de asignacion permanecieron sin una explicacion convincente
y rigurosa durante mucho tiempo, hasta que aparecié la moderna teoria de juegos
no cooperativos. Durante ese tiempo, la economia se tuvo que resignar a estudiar el
comportamiento de los agentes econémicos considerados aisladamente para luego

3 A pesar de las dudas que puede generar la asuncion del supuesto de racionalidad en economia, es plausible
que cuando se trata de recursos econdmicos, la gente sea mas racional que, por ejemplo, cuando lo que esta
sobre la mesa son ideas, ya sean estas politicas o de otro tipo.
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agregarlos. Y ello a pesar de que este procedimiento analitico solo es adecuado en
contextos en los que hay agentes atomisticos que se comportan paramétricamente;
no en contextos en los que el niimero de jugadores es tal que su comportamiento
es, por definicion, estratégico. Es por ello que los economistas no fueron capaces
de explicar adecuadamente los problemas de la competencia imperfecta hasta que
no dispusieron de las herramientas apropiadas para hacerlo: las desarrolladas por
la teoria de juegos.

La propia definicion de la ciencia econémica ilustra la importancia que tie-
ne para ella la teoria de juegos, especialmente para los temas relacionados con la
competencia imperfecta. De hecho, antes del desarrollo de la teoria de juegos, la
economia se describia, en general, como la ciencia que se encargaba de analizar (en
contextos muy particulares, eso si) la asignacién de recursos escasos que pueden
dedicarse a multiples usos. Sin embargo, tras la incorporacién del instrumental de
la teoria de juegos, la economia se ha diversificado y ha visto ampliado su ambito
de tal forma que puede ser (re)definida como la ciencia que estudia los incentivos
en cualquier institucién social que imaginemos (Myerson, 1999). Tal es la huella
de la teoria de juegos en la economia; no en vano permite explicar de manera ri-
gurosa toda una pléyade de asuntos relevantes mediante un sistema de incentivos,
compromisos y amenazas creibles, que inducen comportamientos honestos de los
agentes a la hora de revelar informacion privada (sobre las preferencias que tienen,
la tecnologia que utilizan, la capacidad de pago que poseen, los niveles de emisiones
que provocan, la habilidad o productividad, la honestidad en el desarrollo de una
tarea, etc.) a terceras partes. Tal es el caso, por ejemplo, del analisis de la provisién
de bienes de caracter publico, el funcionamiento de los mercados de competencia
imperfecta, la asignacion de un determinado objeto mediante un procedimiento de
subasta, la teoria de contratos, las relaciones laborales o las externalidades en el
consumo y/o la produccion. Pero la lista de cuestiones en las que tiene aplicacion
es, sin duda, mucho mayor; casi infinita.

Pues bien, el objetivo de este libro es presentar, de forma clara y rigurosa, los
aspectos basicos de la teoria de juegos no cooperativos en ambientes informacio-
nales diversos y examinar como dichos aspectos estratégicos se trasladan a contex-
tos tipicamente econémicos. Dicho de otra forma, como el arsenal de instrumentos
aportados por la teoria de juegos no cooperativos nos puede ayudar a entender qué
podria pasar cuando los actores econémicos interactuan estratégicamente como su-
cede en los oligopolios, por ejemplo. La decisiéon de acotar el ambito de estudio a los
juegos no cooperativos es pareja a la de proporcionar las herramientas que permi-
ten analizar de la mejor forma posible el conflicto. Y la primacia del enfoque de los
juegos no cooperativos sobre los cooperativos para investigar esta tematica queda
fuera de toda duda. Con todo, y lejos de pretender analizar la extensa tematica de
la teoria de juegos no cooperativos o de ensamblar la vasta literatura existente en
este campo, he intentado aplicar mi mejor criterio para decidir qué asuntos enfa-
tizar, cuales mencionar sucintamente y cuéles omitir. Ni que decir tiene que, como
en todo juicio de valor, la decisién adoptada no esti exenta de subjetividad y, por
ende, queda sometida a la opinién del lector.
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Por ultimo, un objetivo que me he marcado en la elaboraciéon del libro ha sido
el de hacer el maximo esfuerzo para que la exposicion resultase clara y accesible al
alumnado de cualquier asignatura relacionada con alguno de los asuntos tratados,
o con todos ellos a la vez. La importancia de estos asuntos merece que su trata-
miento sea expuesto con la mayor nitidez posible. Y, asimismo, con la mayor dosis
posible de amenidad para que la experiencia del lector resulte lo mas placentera y
estimulante que se pueda. Si he conseguido rozar alguno de estos objetivos, o los
dos, el esfuerzo habra valido la pena.

Estructura del libro

Los nueve capitulos que configuran el libro se desarrollan de la siguiente forma. El
Capitulo 1 constituye una primera incursioén en el ambito de la teoria de juegos no
cooperativos. A lo largo del mismo, se plantean los conceptos basicos y se ofrece
un abanico de ejemplos que ilustran situaciones en la que el conflicto esta presen-
te de una forma u otra y, por tanto, son equiparables a juegos no cooperativos. El
Capitulo 2 se dedica a analizar los juegos no cooperativos en los que los jugado-
res intervinientes toman sus decisiones de forma simultanea (juegos estaticos) o
secuencial (juegos dinamicos). En el primer caso, ningun jugador sabe, en el mo-
mento que tiene que jugar, qué ha jugado el o los jugadores rivales; en el segundo,
al menos un jugador conoce, antes de tomar su decisiéon, qué han jugado el resto
de jugadores. En estos juegos, ademas, la informacion sobre la estructura del juego
que tienen todos y cada uno de los jugadores es completa. En el Capitulo 3, los re-
sultados fundamentales obtenidos en el Capitulo 2 se aplican a contextos de indole
econdmica. Asi, se examinan situaciones econémicas (y de otra indole) suscepti-
bles de ser abordadas con la estructura y los conceptos de equilibrio de los juegos
estaticos y dinamicos de informacion completa analizados en el capitulo anterior.
En el Capitulo 4 se examinan los aspectos basicos de los juegos no cooperativos en
los que los jugadores juegan simultaneamente y al menos uno de ellos desconoce
la funcién de pagos de algin otro y, por tanto, la informacién sobre el juego deja de
ser completa. Estos juegos se conocen como juegos bayesianos estaticos (o juegos
simultaneos con informacion incompleta), porque en su resolucion intervienen no
solo las estrategias de los jugadores, sino también el sistema de creencias de los
jugadores (no informados), y en la actualizacién o revision de las creencias jue-
ga un papel esencial la regla de actualizacion de Bayes. El Capitulo 5 se dedica al
analisis de situaciones econémicas equiparables a juegos bayesianos estaticos. El
analisis de las subastas selladas, la competencia en cantidades o en precios cuan-
do (al menos) una empresa posee informacion privada sobre algin aspecto de su
funcién de beneficios, o la provisién de un bien publico cuando cada individuo des-
conoce la disposicién a pagar de los deméas son algunas de las tematicas analizadas
en el marco de los juegos bayesianos estaticos. En los Capitulos 6 y 7 se analizan,
respectivamente, los aspectos fundamentales de los juegos bayesianos dinamicos
y algunas de las situaciones de indole econémica que son mas representativas de
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la estructura de estos juegos y, por tanto, que se pueden analizar a la luz de dichos
juegos. El Capitulo 8 se dedica a analizar una clase especial de juegos no cooperati-
vos dinamicos con informacién completa, como son los juegos repetidos a lo largo
de un numero finito o infinito de veces, es decir, los juegos que surgen a partir de
un juego estatico (o juego de etapa) que los mismos jugadores juegan de forma re-
petida una y otra vez a lo largo del tiempo. Por ultimo, el Capitulo 9 revisa algunas
de las aplicaciones econémicas mas paradigmaticas de los juegos repetidos finitos
e infinitos, y con él concluye el libro.
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Un primer contacto con los
juegos no cooperativos

1.1. Introduccion

Desde siempre, el conflicto ha sido un aspecto central en la historia de la huma-
nidad y, en general, de los seres vivos cuando compiten unos con otros por los
recursos escasos. Surge de manera espontanea cuando dos o mas individuos, in-
volucrados en cualquier situaciéon interactiva, tienen diferentes objetivos y, para
alcanzarlos, pueden elegir libremente entre diversas opciones disponibles y que
dan lugar a resultados diferentes. Pongamos un ejemplo. El beneficio que puede
obtener un determinado banco cuando decide fijar la remuneracion del ahorro de
sus clientes depende no solo de su decisiéon (aumentar, dejar intacta o reducir di-
cha remuneracién), sino también de las decisiones que en ese sentido adopten los
bancos contrincantes. Como consecuencia, algo que el banco debe tener en cuenta
antes de decidir cuanto remunerar el ahorro de sus clientes es evaluar las posibles
acciones y reacciones del resto de bancos que interaccionan con él en el mercado y
que influyen en sus resultados. La decisiéon puede resultar mas o menos beneficiosa
para sus intereses, dependiendo de las decisiones que adopten los deméas bancos.

Lo anterior quiere decir que el banco en cuestion esté involucrado en un juego
con otros bancos y que el impacto de sus decisiones en sus beneficios depende de
las decisiones tomadas por todos ellos. Un juego es simplemente la formalizacién
de un problema de este tipo, es decir, un problema que atafie a dos o mas agentes
decisores (que, de ahora en adelante, llamaremos jugadores), en el que cada uno
se esfuerza por comportarse pensando en obtener el mejor pago posible, y donde
cada uno:

* se enfrenta a una eleccion de entre al menos dos opciones de comportamiento
posibles,

* es consciente de que su ganancia depende no solo de la opcion que él adopte,
sino también de las que adopten los demas (interdependencia estratégica), y

* tiene intereses que son total o parcialmente contrapuestos con los de los de-
mas jugadores (conflicto de intereses).

Los jugadores puede ser individuos (como sucede en una partida de naipes o de
ajedrez), empresas (como en el caso de los bancos que estamos mencionando), par-
tidos politicos (como cuando compiten por los votos del electorado), paises (como
en las alianzas estratégicas, las guerras comerciales o la carrera de armamentos),
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Hacienda y los contribuyentes (como cuando se trata de los impuestos a pagar),
licitantes en la subasta de un determinado objeto, o cualesquiera otros agentes que
se vean inmersos en cualquier situacion de conflicto. En todos estos casos y muchos
otros el aspecto basico es que el comportamiento de los jugadores involucrados
tiende a ser proactivo y estratégico y, por tanto, son situaciones que pueden ser
catalogadas propiamente como juegos. Precisamente, el nombre de teoria de juegos
proviene de que en muchas de las situaciones que cominmente tildamos de juegos
cada jugador tiene que decidir qué hacer sabiendo que dicha eleccion sera buena
o mala para sus intereses, segin lo que hagan los demas. Se trata, pues, de tomar
decisiones 6ptimas en situaciones de conflicto y cooperacion. Mas detalladamente,
la teoria de juegos' ofrece un arsenal analitico para:

a) Comprender los fenémenos econdmicos y sociales en los que el resultado
para cada participante depende de las acciones y reacciones de todos los
agentes involucrados (conflicto).

b) Aportar conceptos de solucion que sirvan para predecir el comportamiento
estable que cabe esperar de cada uno de los jugadores (equilibrio).

c¢) Elaborar marcos o reglas de interaccion en los que las estrategias de los ju-
gadores conduzcan a los resultados deseados (disefio de mecanismos).

En la Tabla 1.1 se recogen los diversos métodos con los que se puede analizar
la toma de decisiones, en funcion del nimero de agentes involucrados (jugadores)

y el numero de objetivos de cada jugador.

Tabla 1.1. Métodos para tomar decisiones. Fuente: Bilbao (2000)

Objetivos ,
) Uno Dos o mas
Jugadores
Uno Investigacion operativa Decisiéon multicriterio
Dos o mas Juegos cooperativos Juegos no cooperativos

En este libro centraremos la atencién en el anélisis de situaciones en las que
participan dos o més jugadores y en las que cada uno de ellos tiene un objetivo
que colisiona, total o parcialmente, con los objetivos de los deméas jugadores. Para
describir correctamente una situacion estratégica o de conflicto, es decir, un juego,
es necesario especificar los siguientes elementos:

* Los jugadores que participan en el juego.

« Las reglas del juego, esto es, las acciones que estan a disposiciéon de cada
jugador y el orden en que son tomadas.

+ Lainformacién que cada jugador tiene en cada momento en que le toca jugar
o adoptar su decision.

! También se podria llamar andlisis matematico de conflictos o toma interactiva de decisiones.



Juegos estaticos y dinamicos
con informacién completa

2.1. Introduccion

Cualquier situacion de conflicto en la que las partes involucradas (jugadores) to-
men decisiones interdependientes y no puedan firmar acuerdos vinculantes entre
si (contratos) se puede interpretar como un juego no cooperativo. Esta interdepen-
dencia obliga a cada jugador a considerar, en el momento de adoptar su estrategia,
las posibles decisiones del resto de jugadores porque el pago que finalmente ob-
tenga dependera de las estrategias de todos los jugadores. Dicho de otra forma,
cada jugador necesita ponerse en el lugar de cada uno de los demas jugadores y vi-
sualizar su estrategia 6ptima. Estas situaciones estratégicas son muy frecuentes en
cualquier ambito que imaginemos: en el plano econémico (empresas que compiten
en una determinada industria, por ejemplo), el social (miembros de un tribunal de
justicia que votan sobre una determinada medida que afectara a toda la sociedad),
el politico (partidos que, a la hora de elaborar su programa, tienen en cuenta las
propuestas de otros partidos que compiten por el mismo espacio electoral), en las
relaciones personales (conducta de los miembros de una pareja), etc. Su anélisis
es, por tanto, de una relevancia extraordinaria y la trascendencia de la teoria de
juegos no cooperativos radica en que aporta el marco conceptual adecuado para
llevar a cabo dicho anélisis, asi como las herramientas apropiadas para ayudar en
la comprension de estos problemas y de las situaciones de conflicto en general.

Este capitulo se dedica a analizar los juegos no cooperativos, tanto estaticos
como dinadmicos, cuando la informacién que poseen los jugadores es completa, es
decir, cuando la estructura del juego (el conjunto de jugadores que participan en
él, las reglas del juego y las preferencias o pagos de cada jugador) es conocimiento
comiun. Esto significa que todos los jugadores conocen dicha estructura, todos sa-
ben que todos la conocen, todos saben que todos saben que todos la conocen... y asi
hasta el infinito. En particular, se examina la forma de representar analiticamente
dichos juegos, asi como los conceptos de solucién que se han propuesto como des-
cripcion del previsible desarrollo de los mismos y del comportamiento 6ptimo de
los jugadores involucrados en tales juegos.

A continuacion, en la Secciéon 2.2 se describe la notacion y la terminologia que
utilizaremos a lo largo del libro. La Seccion 2.3 analiza como representar una situa-
cion estratégica y la 2.4 muestra los conceptos de solucién para juegos no coopera-
tivos en los que la informacién que poseen los jugadores es completa. Por ultimo,
la Seccién 2.5 examina los problemas que puede presentar el equilibrio de Nash
como solucién de un juego no cooperativo de informacién completa y la forma de
solventarlos.
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2.2. Notacion y terminologia

En lo que sigue utilizaremos la siguiente notacién, a menos que expresamente se
diga otra cosa.

El conjunto de jugadores participantes en un juego se denotara con el conjunto
finito NV = {1,...,4,...,n}, siendo i el jugador i-ésimo. Si la Naturaleza también
interviene en el juego, denotaremos a este “pseudojugador” como jugador 0 y, en
consecuencia, el conjunto de jugadores sera N = {0,1,...,1,...,n}.

El espacio de acciones disponibles para un determinado jugador i es el conjunto
A, siendo g; € A; una opcién concreta que puede adoptar. Por a = (ay, ..., a;_1, a;,
Qit1,---» Gy ) denotaremos una combinacion o perfil de acciones de todos los juga-
dores y por a_; = (ay,...,a;_1, @it1 ..., ay) Una combinacién de acciones de todos
los jugadores excepto el jugador i. Por lo tanto, a = (a;, a_;).

El espacio de estrategias a disposicion del jugador i es el conjunto S, siendo
s; € S; una estrategia concreta. Una estrategia s; es un plan de juego completo
para el jugador i que especifica todas las acciones que toma en cada contingencia
del juego en la que le pudiese tocar jugar, desde que empieza a jugar hasta que
acaba. Al igual que sucede con las acciones, s = (s, ..., Si_1, i, Si+1,---> Sn) SE€rd una
estrategia colectiva de todos los jugadores y s_; = (s1,..., Si—1, Si+1, > Sp) un perfil
de estrategias de todos los jugadores excepto el jugador i. Por lo tanto, s = (s;, s_;).

El pago (utilidad o beneficio) para cada jugador i se denotara como u;(s;, s—;).

Para clarificar la diferencia entre accion y estrategia, consideremos el siguiente
juego. Dos jugadores, cada uno con la mano derecha cerrada, tienen que decidir si
mostrar al rival un dedo extendido o mostrar dos. El jugador 1 muestra su elecciéon
al jugador 2 y, a continuacién, este decide si ensenar un dedo o dos. Los pagos
son tales que si la cantidad total de dedos es par, el jugador 2 le paga un euro
al jugador 1; si es impar, se quedan como estan. En este caso, las acciones para
ambos jugadores son las especificadas por el conjunto A; = {1,2}, i = 1,2, donde
1 significa que el jugador decide mostrar un dedo y 2 significa que muestra dos.
Una estrategia para el jugador 1 es una accién, con lo cual §; = A; = {1,2}. Sin
embargo, una estrategia para el jugador 2 ya no es una simple accién como en el
caso del jugador 1, sino que es una accién para cada posible contingencia del juego,
es decir, un plan que determina una accion si el jugador 1 muestra un dedo y otra
accion distinta si 1 muestra dos dedos. Por tanto, S, = {(1,1),(1,2),(2,1),(2,2)},
donde el primer componente de cada vector indica la accion del jugador 2 para el
caso en que el jugador 1 muestre un dedo y el segundo la accion de 2 para el caso
en que el jugador 1 muestre dos dedos." En definitiva, S, # A,.

La diferencia entre accioén y estrategia es importante. Si 1 cree que a 2 no le
importa el dinero sino quedar bien con él, pensara que la estrategia que va a seguir
2 es (1, 2) para que asi 1 gane siempre. Entonces, a 1 le daria lo mismo mostrar que

1 Por ejemplo, la estrategia (1,1) significa que el jugador 2 elige mostrar un dedo si el jugador 1 ha elegido
mostrar un dedo y decide mostrar un dedo si el jugador 1 ha decidido mostrar dos dedos.
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Figura 2.1. Forma extensiva del juego de emparejar monedas

)

El conjunto de informacion del jugador 1, que recoge la informacién que este
jugador posee cuando le toca elegir, esta formado por un solo nodo. Por otra parte,
el 6valo que rodea los dos nodos del jugador 2 denota que este jugador comparte la
misma (falta de) informacién en ambos nodos: cuando elige no sabe qué estrategia
ha elegido el jugador 1. Emparejar monedas es un juego que se juega una sola vez
(one-shot game) y, como tal, es un juego de informacién imperfecta. Las estrategias
de cada jugador i son las dadas por el conjunto S; = {c,+}, es decir, coinciden
con las acciones disponibles para el jugador, S; = A; = {¢,+}.* Por ultimo, los
pagos (siendo los del jugador 1 los representados en la parte superior de cada vector
columna y los del jugador 2 los representados en la parte inferior) se muestran en
los vectores de la parte inferior del arbol.

En el juego de emparejar monedas las estrategias que utilizan los jugadores (c o
+) son estrategias puras, ya que son elegidas con certeza. También podrian mezclar
las estrategias puras y decidir, por ejemplo, jugar ¢ con probabilidad p,0 < p< 1,y
+ con probabilidad 1 — p. Dicha mezcla

(elegir ¢ con probabilidad p, elegir + con probabilidad 1 - p)

es lo que se conoce como estrategia mixta. En este caso, a cada combinacién de
estrategias no se le puede asociar un nodo terminal, como ocurre con las estrategias
puras, sino una distribucién de probabilidad sobre el conjunto de nodos terminales,
con lo cual el pago de cada jugador vendra dado en términos esperados.

Si emparejar monedas se jugase de manera dinamica o secuencial (haciendo, por
ejemplo, que eligiese primero el jugador 1 y mostrase su eleccion al jugador 2 vy,
a continuacion, eligiese este jugador), entonces tendriamos un juego con la forma
extensiva dada en la Figura 2.2.°

8 Ademés de la forma extensiva de la Figura 2.1, existe otra forma extensiva, dada por un diagrama de arbol
donde en lo mas alto esta situado el jugador 2, luego el jugador 1y, en los vectores de pagos, se cambia el
orden de los componentes para que el primer elemento denote el pago del jugador que esta en lo mas alto
del arbol y el segundo denote el pago del que esta situado mas abajo.

9 Un juego, por cierto, bastante més aburrido que el desarrollado de forma simultanea. A pesar de todo, lo
describimos para mostrar la diferencia entre ambos.
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Figura 2.2. Forma extensiva del juego de emparejar monedas cuando el jugador 2

-1
1
elige una vez que ha observado la eleccion del jugador 1

En este caso, el jugador 1, que elige primero, tiene .4; = {c,+} como conjunto
de acciones y, dado que sigue teniendo un conjunto de informacioén con un solo
nodo, igual que sucedia en el juego simultaneo, su espacio de estrategias vuelve
a ser S; = {c,+}. Sin embargo, el jugador 2, que elige sabiendo qué decisién ha
tomado el 1, no tiene la misma informacién que cuando el juego se desarrollaba de
manera simultanea. Ahora, en cada nodo en el que le toca jugar tiene una informa-
cion diferente, con lo cual tiene dos conjuntos de informacién, cada uno de ellos
con un solo nodo. En definitiva, el juego pasa a tener informacion perfecta. Esto se
refleja en que si bien las acciones del jugador 2 son las del conjunto A, = {c, +}, sus
estrategias posibles son cuatro: “elegir c si 1 ha elegido c y elegir ¢ si 1 ha elegido
+”, “elegir c si 1 ha elegido c y elegir + si 1 ha elegido +”, “elegir + si 1 ha elegido ¢
y elegir ¢ si 1 ha elegido +”, “elegir + si 1 ha elegido ¢y elegir + si 1 ha elegido +”.
Formalmente, S, = {cc, ¢+, +¢, ++}.

Este ejemplo muestra claramente la diferencia entre accioén y estrategia. Una
accion es una decisiéon que puede tomar un jugador en un momento determinado
en el que le toque jugar, mientras que una estrategia es una descripcion del curso
de accion completo que puede seguir un jugador cada vez que le toca jugar, desde
que empieza su participacion en el juego hasta que acaba. Es evidente que el ju-
gador 1 tiene dos acciones a su disposicion y, asimismo, dos estrategias posibles.
Sin embargo, el jugador 2 tiene dos acciones a su disposicion y cuatro estrategias
posibles.

Un ejemplo de juego dinamico con informacion completa y perfecta es el juego
del ciempiés que describimos a continuacion.

Ciempieés. Al jugador 1 se le da una chocolatina. Puede quedarse con ella (y el juga-
dor 2 quedaré sin nada) y parar el juego o dejar que continue. Si deja que continue,
se le quita la chocolatina al jugador 1y se le dan dos chocolatinas al jugador 2. El
jugador 2 puede quedarse con las dos chocolatinas y parar el juego o dejar que siga.
Si permite que siga, se le quita una chocolatina y se le dan cuatro al jugador 1. El
jugador 1 puede parar el juego y quedarse con las cuatro chocolatinas (y el jugador
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2 con una) o dejar que el juego siga, en cuyo caso cada jugador obtiene tres choco-
latinas y el juego finaliza. La representacion extensiva de este juego dinamico es la
que aparece en la Figura 2.3.

Figura 2.3. Forma extensiva del ciempiés

Si denotamos por P la accioén consistente en parar el juego y por C la de dejar
que continde, es evidente que A; = A, = {P, C}, mientras que S; = {PP,PC, CP,
CC}y S, ={P,C}.

La forma extensiva describe con gran detalle la secuencia de movimientos de
los jugadores y su efecto en los pagos. Sin embargo, deja de ser practica cuando
tenemos juegos cuya estructura es compleja. Es entonces cuando la forma normal,
aun siendo un resumen incompleto de la informacién facilitada por la forma ex-
tensiva, se torna especialmente util.

2.3.2. Representacion en forma normal o estratégica (para juegos estdticos)

La forma normal de representar un juego es un resumen compacto e incompleto de
la informacion que ofrece la forma extensiva. De hecho, al pasar de la forma exten-
siva a la normal se pierde informacién acerca de la estructura de movimientos de
los jugadores (quién juega antes y quién juega después) y de los conjuntos de infor-
macion de cada jugador. A pesar de todo, es una forma apropiada de representar los
juegos estaticos, en los que los jugadores eligen una sola vez y lo hacen de manera
simultanea. La razén es que en este caso ningun jugador tiene informacién sobre
las decisiones de los demas cuando le toca mover y, por tanto, es suficiente con re-
flejar sus estrategias (un movimiento por cada jugador). Es por ello que, aunque es
posible representar cualquier juego ya sea en forma normal o en forma extensiva,
la forma normal suele ser mas adecuada para juegos simultaneos o estaticos y la
extensiva para juegos secuenciales o dinamicos.
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Tabla 2.31. Juego en forma normal

1 2 r 1
R 2,2 2
L 3,1 0,0

Los dos equilibrios de Nash de este juego son: (R,[) y (L,r). ;Cual debemos
desechar por no cumplir el criterio de la perfeccion en los subjuegos? Utilicemos
para ello la forma extensiva del juego, representada en la Figura 2.15.

2

) ()

Figura 2.15. Juego en el que la perfeccién en subjuegos no surte efecto

Es facil ver que los dos equilibrios de Nash son también ENPS, porque el tni-
co subjuego que existe es el juego en su totalidad (no hay subjuegos propios). El
criterio de la perfeccion en los subjuegos no permite refinar, pues, los equilibrios
de Nash, porque es valido solo para los juegos dinamicos; no para los estaticos.
El refinamiento del equilibrio perfecto en forma normal (Selten, 1975) si permiti-
ria eliminar el equilibrio (R,!) en la forma normal del juego y quedarnos con el
equilibrio (L, r) como tnico equilibrio perfecto de la mano temblorosa.**

No solo los juegos estaticos —ya sean de informacién completa o incompleta—
son juegos de informacién imperfecta. Los juegos dinamicos de informacién in-
completa también son juegos de informacién imperfecta, una vez que se les aplica
la llamada transformacion de Harsanyi (véase Harsanyi, 1967/68). La transforma-

34 Existe cierta confusion terminolégica provocada por el propio Selten. En el articulo de 1965, llamé “equi-
librio perfecto” a lo que después se conocidé como equilibrio perfecto en subjuegos. Mas tarde, en un articulo
de 1975, analiz6 un juego donde este “equilibrio perfecto” no era tan perfecto como se presumia, y rectifico
diciendo que tal vez se habia precipitado llaméandole equilibrio perfecto a algo que no era tan perfecto. Fue
entonces cuando a equilibrio perfecto le afiadi6 la coletilla de “en subjuegos”, reservando el nombre de equi-
librio perfecto (de mano temblorosa) para juegos en forma normal. Lo correcto es llamar ENPS al concepto
aplicado a juegos en forma extensiva y equilibrio perfecto de la mano temblorosa al utilizado para juegos en
forma normal.
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ciéon de Harsanyi consiste en incorporar al juego la Naturaleza como un jugador
mas y cuyo papel es “elegir” o “asignar” aleatoriamente el tipo para cada jugador,
el cual es solamente conocido por el propio jugador y por nadie mas. Con este
artificio, un juego de informacién incompleta pasa a ser un juego de informacion
completa, pero imperfecta y, por tanto, la perfeccion en subjuegos en juegos de
informacién incompleta puede ser improductiva.

El criterio de la perfeccion en subjuegos también puede ser inoperante en aque-
llos juegos en los que el tnico subjuego que hay es el juego en su totalidad. Para
verlo, consideremos el juego de la Figura 2.16.

Figura 2.16. Forma extensiva del juego

Ningtn conjunto de informacion de este juego, excepto el conjunto de informa-
cion inicial, esta formado por un solo nodo. Por lo tanto, el juego no tiene ningtin
subjuego propio (subjuegos distintos del juego en su totalidad y que se definan a
partir de un conjunto de informacién con un solo nodo) y, en consecuencia, el cri-
terio de perfeccién en cada subjuego es equivalente al del equilibrio de Nash. En
definitiva, los dos equilibrios de Nash del juego, (C, a) y (B, b), también son ENPS.

Sin embargo, el ENPS (C, a) no parece razonable. Suponer que el jugador 2 pue-
de llegar a elegir a es inconsistente con su racionalidad, a pesar de que es incapaz
de discriminar entre los dos nodos de su conjunto de informacién: para cualquiera
(A o B) que haya sido la accién del jugador 1 que ha permitido mover a 2, a es
uniformemente mejor para el jugador 2. Dicho de otra forma, cualquiera que sea
la percepcion que tenga el jugador 2 sobre la accion del jugador 1 que le posibilita
mover, a le rinde un pago esperado estrictamente menor que b. Por lo tanto, si 1
asume que 2 es racional, entonces el equilibrio sostenido por la accién (contingen-
te) a no es creible. La accién a es una amenaza no creible si fuera anunciada por 2
para inducir a 1 a elegir C. Pues bien, para juegos como este —y, en general, para
los juegos de informacién imperfecta— es para lo que se ha propuesto el criterio de
refinamiento del equilibrio secuencial.
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El argumento adoptado por el refinamiento secuencial para eliminar las estrate-
gias suboptimas a partir de conjuntos de informacién que no definen propiamente
un subjuego consiste en especificar explicitamente en cada uno de estos conjuntos
de informacion (estén o no estén en la senda de equilibrio) percepciones que sean
consistentes con el hipotético equilibrio. Por tanto, un equilibrio secuencial requie-
re la especificacion no solo de las estrategias de cada jugador (acciones contingen-
tes en cada uno de sus conjuntos de informacién), sino también las percepciones
de cada jugador en cada uno de sus conjuntos de informaciéon cuando estos no es-
tan compuestos por un solo nodo. Para que una especificacion tal sea un equilibrio
secuencial, se requiere que:

a) Para cada jugador, y en cada uno de sus conjuntos de informacion, las ac-
ciones prescritas por sus estrategias sean 6ptimas, dadas sus percepciones y
las estrategias de los demas.

b) Las percepciones de cada jugador en cada uno de sus conjuntos de informa-
cioén sean actualizaciones de probabilidad consistentes con las estrategias de
equilibrio y la regla de Bayes.

Como sabemos, un equilibrio de Nash es perfecto en subjuegos si es un equili-
brio en todos los subjuegos del juego, los cuales son partes del juego que empiezan
en un conjunto de informacién con un solo nodo. Dadas las limitaciones de este
concepto de equilibrio en juegos de informacién imperfecta (en los que es posible
que no haya subjuegos por el hecho de que los conjuntos de informacién de algin
jugador tienen mas de un nodo), el refinamiento del equilibrio de Nash o, lo que es
lo mismo, del ENPS es el equilibrio secuencial.

Para definir un equilibrio secuencial necesitamos definir qué se entiende por
apreciacion (assessment) del juego.

Definicion 2.22. Una apreciacion de un juego es un par (s, i1), donde s es un perfil de
estrategias (o estrategia colectiva) y j1 es un conjunto de percepciones de los jugadores.

Definicion 2.23. Para cada jugador i y para cada conjunto de informacion V;, un
conjunto de percepciones es una atribucion de probabilidades j(x) a todo nodo x € V;.

Estas probabilidades representan las percepciones subjetivas del jugadori si a
lo largo del juego se alcanzase el conjunto de informacién en cuestion. En principio,
u es arbitrario. Sin embargo, en la senda de equilibrio exigiremos que la apreciacion
(s, 1) sea consistente con el juego y las leyes estadisticas, es decir, que siempre que
sea posible u sea inducido por s a través de la regla de Bayes.”® Ademas, para que
una apreciacion consistente sea un equilibrio ha de incorporar acciones 6ptimas
por parte de cada jugador.

35 La regla de Bayes se define, formalmente, en el Capitulo 4 y los que le siguen.
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Definicion 2.24. Un equilibrio secuencial es una apreciacion consistente (s, 1) en la
que para cada jugador i y en cada uno de sus conjuntos de informacion, V;, se verifica
E; [slp, Vi] 2 E[(s], s-1) |1 Vi), para todo s] € S;.

En el juego representado en la Figura 2.16, y cualesquiera que sean las percep-
ciones que se asignen fuera de la senda de equilibrio correspondientes al perfil de
estrategias (C, a), esto es, en el conjunto de informacion del jugador 2, es evidente
que la accién a no es Optima frente a b para el jugador 2. Asi pues, el perfil de estra-
tegias (C, a) no es un equilibrio secuencial, quedando (B, b) como tnico equilibrio
secuencial del juego. En este caso, y dado que el conjunto de informacion del ju-
gador 2 pertenece a la senda de equilibrio del juego, las percepciones del jugador
2 en dicho conjunto de informacién ya no son arbitrarias, sino que toda la proba-
bilidad ha de estar concentrada (probabilidad igual a uno) en que resulta la accion
de equilibrio B por parte del jugador 1. En el Capitulo 6 volveremos a retomar el
equilibro secuencial en el contexto de los juegos bayesianos dinamicos.






Los juegos de informacion
completa en accion

3.1. Introduccion

Las primeras aplicaciones de la teoria de juegos no cooperativos en el campo de
la economia tuvieron lugar en el ambito de la competencia imperfecta, es decir, el
abanico de estructuras de mercado situadas entre la competencia pura, donde el ta-
mafio de cada empresa es tal que el impacto de su comportamiento en el resultado
de mercado es negligible, y el monopolio, donde la existencia de una sola empresa
elimina la posibilidad de cualquier comportamiento estratégico con otras empre-
sas." Tanto es asi que estas aplicaciones fueron iniciadas por Augustin Cournot en
1838, ni mas ni menos que ciento doce anos antes de que, en 1950, John F. Nash pro-
pusiese su archiconocido concepto de equilibrio de Nash como soluciéon razonable
para las situaciones de conflicto equiparables a juegos no cooperativos. Después de
Cournot, muchos otros autores como Joseph Bertrand, Heinrich von Stackelberg o
Harold Hotelling han ido utilizando —incluso sin saberlo— la teoria de juegos no
cooperativos para desarrollar y resolver modelos de competencia estratégica. Y la
historia continda.

En este capitulo se presentan algunas de las aplicaciones mas relevantes que
encuentra la teoria de juegos no cooperativos en condiciones de informaciéon com-
pleta. En particular, la Seccion 3.2 analiza situaciones de mercado modelables como
juegos estaticos o simultaneos de informacion completa. En la Seccién 3.3 se pres-
ta atencion a situaciones mas alla de las de mercado strictu sensu y representables
también como juegos que se desarrollan de forma simultanea. Por ultimo, la Sec-
cioén 3.4 examina situaciones modelables como juegos dinamicos o secuenciales. En
todos los casos se resuelven los juegos resultantes y se examinan las propiedades
de los correspondientes equilibrios.

Empezamos analizando, en la Seccién 3.2, situaciones susceptibles de ser for-
malizadas como juegos estaticos de informacién completa. Nos referimos, entre
otras, a la competencia entre las empresas oligopoélicas de un mercado cuando in-
teractiian una sola vez y compiten en cantidades o en precios, al comportamiento
de las empresas cuando los bienes que producen son heterogéneos a los ojos de
los consumidores, asi como al comportamiento cuando tienen que decidir déonde
ubicarse y, por tanto, la competencia se basa en la localizacion.

1 No asi con los consumidores a la hora de decidir segmentar el mercado, la calidad a ofrecer del producto, el
menu de contratos (cantidad servida, precio estipulado) que se disefia para cada consumidor en condiciones
de informacién asimétrica, etc.
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3.2. Juegos estaticos

3.2.1. Competencia Cournot

En 1838, el matematico y economista francés Antoine Augustin Cournot publi-
c6 “Recherches sur les principes mathématiques de la théorie des richeses” (véa-
se Cournot, 1838). En esta obra aparece formalizada la primera teoria del oligo-
polio, asi como la solucion resultante, la cual se reveld6 —con mas de un siglo de
anticipacion— como el resultado de buscar un equilibrio de Nash en un juego de
informacioén completa en el que la estrategia de cada empresa consistia en decidir
la cantidad que debia producir. Las hipotesis del modelo mas clasico de oligopolio
son las siguientes:

H1. Se considera un mercado en el que operan n empresas iguales,i = 1,...,n, que
producen un bien homogéneo a los ojos de los consumidores.?

H2. Los consumidores son pasivos y vienen descritos por una funcion inversa de
demanda agregada p(Q) : R+ — R, donde p denota el precioy Q = 3, g; el output
total, siendo g; el output que produce cada empresa i. La funcién de demanda es
(al menos) dos veces continuamente diferenciable y satisface p (0) > 0, p(Q) > 0,

sig>0,p"(Q) <0y p”(Q)20.

H3. Cada empresa i produce de acuerdo con la funcion de costes Ci(¢;) : R+ — R4,
la cual es (al menos) dos veces continuamente diferenciable y tal que C;(g;) > 0,
para todo ¢; >0, C/(q;) >0y C/'(q;) > 0.

H4. La funcion de beneficios (o pagos) de cada empresa i, 7;(q1,..., s> qn) =
p(0Q)q;i — Ci(qi), es acotada y (al menos) dos veces continuamente diferenciable.?

Hb5. Las “reglas del juego” se resumen en la competencia d la Cournot: cada empre-
sa elige, durante un tinico periodo de tiempo, y ala vez que las demas, la cantidad de out-
put que debe producir para maximizar su beneficio, q; € argmax 7;(qi, ..., Gi, - Gn)>
suponiendo que las cantidades que eligen las demas empresas estan dadas y no
varian (conjeturas de tipo Cournot).

Hé6. Todos los elementos del juego (el numero de empresas, el espacio de estrate-
gias de cada empresa y la funcién de pagos de cada una) son conocimiento comuin:
cualquier empresa conoce estos elementos y sabe que cualquier otra empresa los
conoce y sabe que cualquier otra empresa sabe que ella los conoce..., y asi hasta el
infinito.

En términos formales, la situacion definida por H1-Hé6 se puede traducir a un
juego no cooperativo estatico con informaciéon completa que podemos representar
en forma normal.

2 El nimero de empresas es mayor que uno y finito, 1 < n < co.

3 La interdependencia existente entre las empresas queda reflejada en el hecho de que el beneficio de cada
una no solo depende de la cantidad que ella decida producir, sino también de las cantidades que produzcan
las demas.
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i

1 (7 +cq;
%(Qi):—z(l—ql—a)—%’
y su pendiente en el mencionado plano es

a . i T
q] (q ) _ 7le 1 (34)
9q; bg;

la cual puede ser positiva, negativa o nula. En particular, es cero (en cuyo caso
tenemos un punto critico de la curva isobeneficio) cuando 7; = bg?. Incorporando
en esta condicion la expresion de la funcion de beneficios dada en (3.3), se obtiene
que la pendiente de la funcién isobeneficio es cero cuando (a— bQ) q; — c¢q; = bg?
0, lo que es lo mismo, cuando

qgi (2bg; + bgj—a+c¢c) =0 (3.5)

y dado que g; # 0, necesariamente el término entre paréntesis de (3.5) ha de ser
nulo. Ahora bien, 2bq; + bg; — a + ¢ = 0 no es mas que la expresion implicita de la
funcion de reaccion de la empresa i, R;(g;), con lo cual las curvas isobeneficio de i
alcanzan el maximo en cada punto de R;(qg;).

7*q;(q)
oq;

b) Si derivamos la expresion (3.4) una vez mas, resulta = -2-7% que es

7
bq
una expresion negativa para z; > 0y g; > 0.

9() _ 1

¢) Dado g;, es evidente que —= 5 < 0, con lo cual g; y 7; evolucionan

inversamente. [ ]

El resultado de la Proposicion 3.1 se ilustra graficamente en la Figura 3.2.

N

q

-0 (@)

qu(ql)

> 1

Figura 3.2. El mapa de curvas isobeneficio de cada duopolista
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El equilibrio Cournot-Nash es el dado por el punto E de la Figura 3.2. Es facil
ver que la pendiente de la curva isobeneficio de i en dicho punto es cero, mientras
que la de la curva isobeneficio de j es infinita. El equilibrio Cournot-Nash no es,
pues, eficiente desde el punto de vista de la industria en su conjunto. Estamos ante
un juego cuyo equilibrio es eficiente individualmente para cada empresa, pero no
es eficiente colectivamente y, como tal, es un ejemplo de dilema del prisionero.

Volviendo a las funciones de reacciéon dadas en (3.1) y (3.2), el equilibrio de
Nash de este juego (o equilibrio Cournot-Nash) es el par de cantidades que, de
forma simultanea, una es la mejor respuesta a la otra. Por lo tanto, resolviendo las
funciones de mejor respuesta (3.1) y (3.2), se obtiene el siguiente resultado, donde
el superindice C denota competencia a la Cournot.

Proposicion 3.2a. El tinico equilibrio de Nash del duopolio de Cournot es (qf, qzc) =
2(a—c)

(“3_;, 35 ) En dicho equlllbrlo la cantidad total producida es Q€ = 5 €l precio
de mercado es p© = c + %< y el beneficio de cada empresa asciende a n° = (“ c) ,

i=1,2.

Demostracion Siambas empresas acaban produciendo estas cantidades, ninguna de
ellas tiene incentivo para desviarse de la cantidad elegida y producir una cantidad
distinta, siempre y cuando la otra produzca la cantidad que prescribe el equilibrio.
Por ejemplo, si cada empresa acordase con la otra producir la mitad de la cantidad

de monopolio, g; = %7°, i = 1,2, su beneficio ascenderia a 7; = (a )2, que es mayor
que el beneficio que obtiene en el equilibrio Cournot-Nash. Por 10 tanto, seria po-
sible una mejora paretiana con respecto al equilibrio Cournot-Nash. Sin embargo,
que cada empresa produzca esta cantidad no puede ser equilibrio de Nash porque
no verifica (3.1) y (3.2), es decir,

(a_c);ta_c todoi=1,2
; , paratodoi=1,
i\ 41 ab P .

;Qué sucede si en la industria operasen n empresas en lugar de solo dos? En este
caso, el perfil de estrategias (qlc .5, g5 ) seria un equilibrio de Cournot-Nash si,
y solo si, verificase

0.~ Q)+ (@)af ~cl(d) o

T p(0) (@) - cy(a) o

(3.6)

de donde
> bgf

g (Z qf ) S mzb (3.7)

J¥Fi
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_1-b+a
a X=— 1-b

rriin/t(a—z)zdz+ [ t(z—a)’dz+ [ t((1-b)-z)"dz+

+ft(z—(1—b))2dz

1

donde las dos primeras integrales representan a los consumidores que compran a
la empresa A y las dos dltimas a los que compran a la empresa B.
La expresion anterior se puede simplificar a

o a 1(1—b—a)3 1(1—b—a>3 b’
mn—+-|——| +=-{———| +—
ab 3 3 2 3 2 3

y resolviendo las correspondientes CPO se llega al resultado establecido. ]

El mensaje de las Proposiciones 3.29 y 3.30 es que desde el punto de vista so-
cial hay demasiada diferenciacién del producto cuando el mercado es privado. Por
lo tanto, la diferenciaciéon de los productos a la que llegan las empresas cuando
maximizan separadamente sus beneficios es ineficientemente elevada.

3.4.5. Negociacion secuencial

Un ejemplo de juego dinamico con informacioén completa y perfecta es el desarro-
llado por dos jugadores que tienen que decidir, mediante ofertas y contraofertas,
como repartirse una unidad de un determinado recurso. El proceso de negociacion
dura tres periodos, t = 1,2,3. En t = 1, el jugador 1 hace una oferta en la que pro-
pone quedarse con la cantidad s; del recurso y que 1 — s; sea para el jugador 2. El
jugador 2 puede aceptar la oferta y el juego concluye (con el pago s; para el jugador
1y el pago 1-s; para el jugador 2) o rechazarla, en cuyo caso el juego continua. Si
se sigue jugando, entonces en ¢ = 2 el jugador 2 hace su oferta en la que propone
darle la cantidad s, del recurso al jugador 1y quedarse él con 1 - s,. Si el jugador 1
acepta esta propuesta, el juego termina (con s, y 1 — s, como pagos para los jugado-
res 1y 2, respectivamente), mientras que sila rechaza, el juego continda. Si se sigue
jugando, un agente externo dictamina, en ¢ = 3, que el jugador 1 ha de aceptar la
cantidad s del recurso, 0 < s < 1, y el jugador 2, la cantidad 1 - s. El juego concluye
con los citados pagos. El factor de descuento temporal para ambos jugadores es 6,
0<d<1.

Para resolver este juego (Stahl, 1972; Rubinstein, 1982), utilizamos un argumen-
to de induccion hacia atras, empezando por el subjuego que tiene lugar en t = 2,
por ser este el ultimo periodo en el que los jugadores pueden hacer propuestas de
reparto. Una vez que el jugador 2 ha hecho su propuesta en t = 2, el jugador 1 ha
de decidir entre aceptarla y obtener el pago s, o rechazarla y obtener sen t = 3. Es
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evidente que, situado en el periodo t = 2, aceptara la propuesta del jugador 2 si, y
solo si, s, > Js. Por lo tanto, el jugador 2, para tomar su decisién en t = 2, ha de
tener en cuenta que puede conseguir 1 — ds en t = 2 (ofreciendo s, = Js al jugador
lent=2)08(1-5s)ent =3/ (ofreciendo s, < §s al jugador 1 en ¢ = 2). Dado que
1-8s> 8(1—s), la estrategia 6ptima para el jugador 2 en t = 2 es proponer

*_
s, =08

y el jugador 1 la aceptara, con lo cual los pagos (en el reparto de equilibrio) seran
(8s,1-6s).

Una vez resuelto el periodo ¢ = 2 vayamos a t = 1. En este periodo es el jugador
1 quien tiene que hacer una propuesta de reparto, que el jugador 2 aceptara si, y
solosi,1—s; > 6(1-s;) 0,10 que eslo mismo, s; < 1-5(1-s; ). Entonces el jugador
1, para hacer su propuesta en t = 1, tiene en cuenta que recibirda 1-6 (1 -s;) = 1-
6 (1 - 8s) en dicho periodo si su oferta de reparto contempla la cantidad § (1 — s)
para el jugador 2, o recibira s, = §°sen t = 3 si su oferta en ¢ = 1 contempla una
cantidad inferior a § (1 - §s). Dado que 1 — § (1 - &s) > 8%, la estrategia 6ptima
parael jugador lent=1es

s; =1-56(1-6s)

En definitiva, el ENPS del juego de negociacion de Stahl-Rubinstein lleva a un
acuerdo inmediato en ¢ = 1y es el dado en la siguiente proposicion.

Proposicion 3.31. El juego de negociacion se resuelve en t = 1 con los pagos (s;,1 -
s;), siendo sf =15 (1-§s).

(Qué sucede si hay un nimero infinito de ofertas y contraofertas? Si el juego
tiene un nimero infinito de rondas (juego infinito), se puede aplicar la logica uti-
lizada en el caso de horizonte finito. El subjuego del periodo ¢ = 3, si se alcanza, es
idéntico al subjuego de t = 1; el subjuego de t = 4, sillegamos a él, es el mismo que
el de t = 2; etc.

Sea vy el mayor pago que puede conseguir el jugador 1 en cualquier resultado
de induccion hacia atras del juego completo. Si utilizamos vy como el pago del
jugador 1 en t = 3, entonces el pago para el jugador 1 en t = 1 es f(v;), donde

f(vy)=1-56+8

y, como vy es también el mayor pago posible en el juego de t = 1, entonces f(vy) =
vy vy el unico valor de s que satisface la ecuacion f (s) = ses s* = ﬁ.

Proposicion 3.32. Si el juego de negociacion se desarrolla durante infinitos periodos
de ofertas y contraofertas, el ENPS es que, en el periodo inicial, t = 1, el jugador 1

proponga el reparto (s*,1—s*) = (ﬁ %) al jugador 2 y este acepte la propuesta.
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3.4.6. Aranceles y competencia imperfecta

Consideremos dos paises, i = 1,2, en los que hay sendas empresas que producen
un determinado bien para el mercado doméstico y para exportar al otro pais. El
gobierno de cada pais i impone un arancel t; por unidad de producto importado
del otro pais. Los consumidores de cada pais generan la demanda del bien dada
por la funcién p (Q;) = max {0,a — Q;}, donde Q; es la cantidad total de producto
existente en el mercado de dicho pais y a, a > 0, es el tamafio del mercado. La
empresa del pais i produce d; unidades del producto para el mercado doméstico y
e; unidades para el mercado extranjero. Su coste de produccidnes ¢; (+) = ¢(d; +¢;),
siendo ¢ > 0. Ademas, tiene que pagar tje; al pais j en concepto de aranceles para
poder vender en este pais la produccion e; destinada a la exportacién. Finalmente,
la cantidad de produccién existente en el mercado de cada pais es Q; = d; + ¢;,
ij=1,2i%].

El juego entre las empresas y entre los gobiernos es dinamico y se desarrolla a
lo largo de dos etapas, t = 1,2. En la etapa t = 1, los dos gobiernos fijan, de forma
simultanea, las tarifas arancelarias dptimas t; y f,. En t = 2, las empresas observan
las tarifas impuestas por los gobiernos y deciden, simultaneamente, las cantidades
a producir para el mercado interior y exterior, es decir, (dy, e;) la empresa del pais
1y (ds, e;) la empresa del pais 2. La funcion de pagos (beneficios) de cada empresa
i es el ingreso que obtiene en el mercado doméstico y el mercado extranjero menos
el coste de produccion junto con el arancel que ha de pagar al pais j para poder
exportar al mercado de este pais, es decir,

TT; (ti; tj, dl', dj, e, ej) = (a— (dl + ej)) di + (a - (ei + dj)) e — C(di + e,-) - tje,- (335)

A su vez, la funcion de pagos (bienestar agregado) del gobierno o planificador
social de cada pais i es la suma no ponderada del excedente del consumidor de su
pais, el beneficio de la empresa de su pais y el ingreso que obtiene por aranceles,
es decir,

1
Wi (ti,t;, di, dj, e, €)) = EQZZ + 7 (4, 4, diy dj, €1, €) + Lig (3.36)

Buscamos el ENPS de este juego dinamico con informacién completa. Para de-
terminarlo, empezamos por la ltima etapa del mismo, una vez que los gobiernos
han decidido t; y t; en la primera etapa. En t = 2, si las empresas compiten en
cantidades, la estrategia colectiva ((d;, e ), (d,, e;)) es un equilibrio de Nash si, y
solo si, la estrategia de cada empresa i, (d;, e;), resuelve el problema

max (b, di, e d ) (3.37)

d;i>0, ;>0

donde la funcién de beneficios es la dada en (3.35). El problema (3.37) equivale a
dos optimizaciones separables:
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max d; (a - (di + ej*) - c)

d;i>0

max d; (a - (ei + dj*) - c) - tig

e;>0

Si suponemos que e < a-cy d’ < a-c-t, llegamos a la funciéon de mejor
respuesta

d.*:

1

(a —e - c) (3.38)

N |~

que indica que la empresa i, a la hora de decidir cuanto producir para su mercado
doméstico, tiene en cuenta la decisiéon de la empresa j respecto a cuanto producir
para exportar al mercado i, e;'. Por otra parte, la decision optima de la empresa i
respecto a cuanto producir para exportar al mercado j dependera de lo que crea que
producira la empresa j para su mercado doméstico, d;, y del arancel ¢; que tendra
que pagar para exportar a dicho mercado, de manera que

* 1 *
e; :E(a—dj—c—tj) (3.39)

Resolviendo (3.38) y (3.39), resulta

a—c—t;
e

. a—c—2f .
e; = i=1,2

como equilibrio de Nash de la segunda etapa del juego.

En t = 1, y teniendo en cuenta que en la estrategia 6ptima de cada empresa d;*
es una funcién de t;, d; (¢;), y e es una funcion de ¢, e/ (), la funcién de pagos
del gobierno i dada en (3.36) se convierte en

Wi (it dy (1), e (1), dy (). € (1)) = Wi (8. )
por lo que si (t,t;) es un equilibrio de Nash, entonces cada gobierno resuelve
méx W, (t; )

y la solucion es

* 4 .
I = , parai=1,2
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que es una estrategia dominante para cada gobierno. Por dltimo, sustituyendo en
(3-38) v (3.39), resulta

4(a-c
9
y
a-c
e = , i=1,2
9

Proposicion 3.33. El tinico ENPS del juego arancelario es que el gobierno de cada
pais elija el arancel t] = <= en't = 1y, a continuacién, las empresas de cada pais
elijan los niveles de produccion d; = @ ye =%‘ent=2.

La cantidad total de producto existente en cada mercado es Q" = @ y es

facil ver que es inferior a la que habria si los gobiernos cooperasen, entendiendo
por cooperar que los gobiernos fijen aranceles nulos. En efecto, si los gobiernos
cooperasen para alcanzar un equilibrio socialmente optimo, resolverian el proble-
ma

max Wi (tl, tz) + W, (tl; tz)

t, 1,20

y la solucién seria la dada en la siguiente proposicion, donde el superindice O de-
nota optimalidad social.

Proposicion 3.34. Si hubiese cooperacion entre los gobiernos, se alcanzaria la so-
lucion globalmente optima, consistente en que los gobiernos fijarian los aranceles
O _ ;0 _ — s . O _ a=c O _ a=c
ty =t =0ent=1ylas empresas producirian las cantidades d;’ = “* y e; = 5=,
ent=2.

Es facil ver que en la solucién globalmente 6ptima no habria aranceles y la

< . 2(a-c
produccién (y, por tanto, el consumo) en cada mercado seria Q° = %

, mayor
que la que existe en la solucién no cooperativa, Q° > Q7. Por lo tanto, el nivel de
bienestar que se alcanzaria seria mayor.

En definitiva, el juego que hemos descrito tiene una tnica solucion no coope-
rativa, que consiste en una guerra de aranceles, y es ineficiente desde el punto de
vista social. Como tal, es una situacion que reproduce las condiciones del juego del
dilema del prisionero, en el que la solucién individualmente 6ptima para cada go-
bierno es, sin embargo, Pareto inferior a la que seria 6ptima desde el punto de vista
colectivo. Dicho de otra forma, fijar un arancel positivo respecto a fijar uno nulo
(o bien aumentar el arancel respecto a dejarlo en el nivel que actualmente tenga)
no solo es una estrategia de Nash para cada gobierno, sino que es una estrategia
dominante. Es por ello que los gobiernos se ven abocados con suma facilidad, una
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y otra vez, a episodios de guerras comerciales a pesar de que son conocedores de
que tales comportamientos son nefastos para el comercio internacional y el bien-
estar del conjunto de las naciones. Y también de que, en la practica, para reducir
los aranceles, o eliminarlos del todo, se necesitan largos y costosos procesos de ne-
gociacion sin los cuales no parece plausible alcanzar ningun tipo de compromiso
multilateral de reduccion de aranceles.



Juegos bayesianos
estaticos

4.1. Introduccion

Hasta ahora hemos asumido que todo en el juego —y, en particular, las funciones
de pagos de todos los participantes en el juego— es conocimiento comun. Sin em-
bargo, este supuesto de informacion completa es cuestionable en la mayoria de las
situaciones de conflicto estratégico. Por ejemplo, cuando se subasta un determina-
do objeto, es muy posible que cada postor conozca su propia valoracion del objeto,
pero no las de los otros postores. Cuando las empresas de una industria oligopdlica
compiten entre si, es probable que cada una conozca cual es su coste marginal de
produccioén, pero no los costes de las competidoras. En la transaccién de un vehicu-
lo de segunda mano, probablemente el comprador desconoce la calidad del mismo,
en tanto que el propietario-vendedor la conoce con mas precision al haberlo usado
durante un tiempo. Una empresa que contrata a un empleado para llevar a cabo
una determinada tarea puede no conocer las habilidades del trabajador, mientras
que este puede tener una idea mucho mas aproximada de sus capacidades. En la
negociacion entre dos o mas agentes es posible que cada parte desconozca el factor
de descuento temporal de la otra parte... En fin, la casuistica es mucho mas amplia,
si bien los ejemplos descritos ilustran a la perfeccion el fenémeno de que, en la
inmensa mayoria de las situaciones, algunos jugadores carezcan de cierta informa-
cidén respecto a los otros jugadores como, por ejemplo, los pagos o las preferencias
de estos ultimos.

Cualquiera de los contextos mencionados se identifica con un juego de infor-
macién incompleta —también llamado juego bayesiano— y que puede ser de ca-
racter estatico (juego bayesiano estatico) o dinamico (juego bayesiano dinamico).!
La modalidad més comun de juegos bayesianos,’ ya sean estaticos o dinAmicos,
surge cuando cada jugador conoce su funciéon de pagos, pero no la de los demas.
De hecho, informacion incompleta significa que al menos un jugador desconoce la
verdadera funcién de pagos de algtn otro jugador, la cual es informacion privada
de este ultimo. Por lo tanto, al menos un jugador tiene incertidumbre sobre la fun-

! También conocidos como juegos de informacién privada o informacién asimétrica.

2 Se llaman asi porque en ellos se supone que los jugadores utilizan informacién nueva para actualizar o
revisar sus creencias previas, las cuales provienen, por ejemplo, de informacion pasada. Esta actualizacion es
lo que se conoce como regla de Bayes, ya que fue planteada por primera vez por el reverendo inglés Thomas
Bayes en 1763. La regla de Bayes vincula la probabilidad de un suceso A dado B con la probabilidad de B
dado A. Por ejemplo, sabiendo la probabilidad de sufrir dolor de cabeza dado que uno tiene gripe, se podria
saber (teniendo algun dato mas), la probabilidad de estar con gripe dado que a uno le duele la cabeza.
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cién de pagos de algtn otro jugador. Esta incertidumbre afectara a la forma en que
cada jugador analiza la situacion y elige sus estrategias 6ptimas.?

En este capitulo, relajamos, pues, la hipdtesis de informacion completa, con-
siderando situaciones en las que al menos uno de los jugadores ignora la funcién
de pagos de algtn otro jugador, al ser dicha funcion de pagos informacién priva-
da de este ultimo. En otras palabras, consideramos juegos caracterizados por tener
informacién incompleta.

Las herramientas para resolver los juegos de informacién completa no sirven
para resolver —ni siquiera, representar— los juegos de informacién incompleta. No
en vano, la teoria de juegos tard6 en analizar de forma rigurosa los juegos bayesia-
nos porque se pensaba que, para resolverlos, era necesario incorporar las creencias
de cada jugador i sobre los pagos de los jugadores rivales, y las creencias de los
jugadores rivales sobre los pagos del jugador i y sobre las creencias acerca de los
pagos de los rivales, y las creencias de cada jugador i sobre las creencias que los
demas jugadores tienen sobre sus creencias... y asi hasta el infinito. Algo que se
volvia tremendamente complejo y que impidi6 analizar en profundidad los juegos
de informacién incompleta. .. hasta que un economista hiingaro, John Harsanyi, en
el afio 1967, encontré un método ingenioso e intuitivo para resolver el problema y
que se ha dado en llamar transformacion de Harsany:i.

La aportacion de Harsanyi (1967/68) consistio en transformar un juego de infor-
maci6én incompleta o asimétrica en otro con informacion completa, aunque imper-
fecta introduciendo un movimiento de un jugador llamado Naturaleza. Para ello,
llamo “tipo” de jugador i a la funcion objetivo que puede tener i; por ejemplo, si el
jugador j cree que la funcién de pagos de i es u;(x; 0) = (x — 0)%, donde x denota
la variable de control del jugador i y 6 es un parametro que define al jugador i
—parametro conocido por i pero no por j—, entonces decimos que i “es de tipo 6”
si j cree que su funcién de pagos es u; (-) = x — 6, “es de tipo 6” si j cree que su
funcion de pagos es u; (-) = x — 0, etc.

La forma de convertir un juego con informacién incompleta en otro con infor-
macion completa e imperfecta es imaginar que la funcion de pagos de un jugador
dado viene determinada por un jugador ficticio (la Naturaleza) mediante una va-
riable aleatoria. Cada jugador tiene un conjunto de “tipos”, siendo cada tipo una
realizacion posible de la variable aleatoria que resume la informacién privada. Los
tipos de todos los jugadores se determinan aleatoriamente al principio del juego
(mediante la eleccion hecha por la Naturaleza), de acuerdo con una distribucion de
probabilidad que es de dominio publico (creencias a priori). Cada jugador observa
el tipo que la Naturaleza le ha asignado, pero no los que le ha asignado al resto de
jugadores, con lo cual la informacién privada de un jugador surge porque observa
—vy los rivales no— una eleccion previa que la Naturaleza ha hecho sobre él. Asi,

3 Una segunda modalidad de informacién incompleta surge cuando algin jugador tiene dudas o incertidum-
bre acerca de la racionalidad de los jugadores rivales (preferencias) como sucede, por ejemplo, cuando un
jugador se plantea si los demas tratan de maximizar su funcion de pagos o siguen una norma social. Una
tercera modalidad puede darse cuando los jugadores tienen dudas sobre las reglas de juego.
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madre y la demandante afirme que es la verdadera madre; por dltimo, si las dos
mujeres dicen ser la verdadera madre del bebé, ambas pagaran una multa. Pues
bien, cuando afiadimos pagos a estas reglas del juego, el mecanismo que hemos
disefiado se convierte en un juego. En particular, si suponemos que el pago de
tener un bebé es 3 para MV y 1 para MF, la cuantia de la multa (si ambos jugadores
declaran ser la verdadera madre) es 2 para cada uno y, por ultimo, el pago por no
tener el bebé y no pagar la multa es 0, entonces el mecanismo descrito, y con los
pagos mencionados, da lugar al juego en forma extensiva de la Figura 4.3.

Naturaleza

()

Figura 4.3. Forma extensiva del juego disefiado por el Rey Salomén

(5 L) ()

Por ultimo, si resolvemos el juego por induccion hacia atras, se llega al siguiente
resultado.

Proposicion 4.12. El ENPS del juego inducido por el mecanismo prescribe que la
verdadera madre del bebé declara ser la verdadera madre y la madre impostora niega
ser la verdadera madre.

Demostracion En el juego en forma extensiva de la Figura 4.6 participan tres ju-
gadores: la Naturaleza, MV y MF. Ademas, tanto MV como MF tienen dos ac-
ciones a su alcance, S y N, y dos conjuntos de informacién con un nodo cada
uno. Por lo tanto, el conjunto de estrategias de cada uno de estos jugadores es
Si = {SS,SN,NS,NN}, i = MV, MF. Cada estrategia hay que leerla de arriba abajo
en el arbol del juego de la Figura 4.6. Por ejemplo, en el caso del jugador MV, la
estrategia SS denota que este jugador elige S si la Naturaleza determina que, con
su decision aleatoria, el juego se desarrolle por el arco izquierdo y elige S si la Na-
turaleza determina que, con su decision, vaya por el arco derecho y, ademas, MF
juega S. (Lo mismo para las restantes estrategias del jugador MV.) De forma anélo-
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ga, en el caso del jugador MF, la estrategia SS denota que este jugador elige S si la
Naturaleza determina que, con su eleccion al azar, el juego transcurra por el arco
derecho y elige S si la Naturaleza determina que, con su decision, vaya por el arco
de la izquierda y, ademas, MV juega S. (La interpretacion del resto de estrategias
de MF es similar.)

Por otra parte, el juego consta de cinco subjuegos: cuatro subjuegos propios
distintos del juego en su totalidad y un quinto subjuego definido por el juego glo-
bal. La parte del juego que empieza en el nodo inferior izquierdo en el que MF elige
una vez que ha elegido MV tras la decision de la Naturaleza de que el juego vaya
por el arco izquierdo es un subjuego (subjuego 1). Asimismo, la porciéon del juego
que empieza en el nodo en el que le toca jugar a MV por primera vez cuando la
Naturaleza ha decidido que la mujer que tiene el bebé en su regazo es MV define
otro subjuego (subjuego 2). La parte del juego que empieza en el nodo inferior de-
recho en el que MV elige una vez que ha jugado MF tras la decision de la Naturaleza
de que el juego vaya por el arco derecho configura otro subjuego (subjuego 3). La
parte del juego que empieza en el nodo al que se llega cuando la Naturaleza ha
determinado que la mujer con el bebé en su regazo es MF también es otro subjuego
(subjuego 4). El quinto, y dltimo, subjuego (subjuego 5) es el definido por el juego
en su totalidad y que empieza en el nodo en el que la Naturaleza determina que la
mujer que aparece con el bebé en sus brazos ante el Rey sea MV o MF. Como es sa-
bido, un ENPS de este juego serd una estrategia colectiva (syy, Syp) que defina un
EN en todas y cada una de estas partes del juego. Y, para determinarlo, utilizamos
un argumento de induccion hacia atras.

En el subjuego 1, la mejor respuesta de MF es elegir N. A continuacién, y dada
esta eleccion de MF, lo mejor que puede hacer MV cuando el desarrollo del juego
ha desembocado en el nodo inicial del subjuego 2 (es decir, cuando la Naturaleza
ha decidido que la mujer que tiene el bebé en su regazo es MV y, por tanto, que el
juego ha llegado al nodo en el que MV tiene que elegir) es jugar S. Por otra parte,
en el subjuego 3, la accién 6ptima para MV es N. Y, dada esta elecciéon de MV,
lo mejor que puede hacer MF en el subjuego 4 (es decir, cuando la Naturaleza ha
determinado que la mujer que lleva en su regazo al bebé es MF y, por tanto, es
MF la que tiene que jugar declarando si el bebé es realmente suyo o ella es una
impostora) es elegir N. Por ultimo, en el subjuego 5, en el que el nodo inicial del
mismo corresponde al movimiento de la Naturaleza para determinar si la mujer
que tiene el bebé en su regazo es la MV o la MF, es evidente que si MV es la que
tiene el bebé en sus brazos, esta jugara S, mientras que si es MF la que tiene el bebé
en su regazo, entonces esta jugard N.

En definitiva, el ENPS del juego representado en la Figura 4.6 es el perfil de
estrategias (syy, Syp) = (SN, NN). Como se puede observar, este equilibrio pres-
cribe que, independientemente de la eleccion hecha por la Naturaleza respecto a la
verdadera o falsa maternidad de la mujer que se presenta ante el Rey con el bebé
en su regazo, si esta mujer es la MV, esta jugara S, mientras que si es la MF, esta
jugara N. |
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Es decir, el mecanismo que da lugar al juego de la Figura 4.6 permite imple-
mentar (mediante el ENPS) el resultado deseado por el Rey Salomoén: que el bebé
sea entregado a la verdadera madre.”

Los mecanismos son casos particulares de juegos de informacioén incompleta
caracterizados por un “principal” que le gustaria condicionar sus acciones a alguna
informacién privada del otro jugador (o jugadores) llamado “agente”. Considere-
mos un entorno caracterizado por un conjunto de jugadores, i = 1,..., n, un regula-
dor que disefia un mecanismo para alcanzar un resultado deseado, un conjunto de
posibles tipos para cada uno de los jugadores 7;, una distribucién de probabilidad
sobre el conjunto de posibles tipos p € T, un conjunto de posibles resultados X" y
una funcién de pagos para cada jugador u;: X x T — R.

Definicion 4.5. Un mecanismo (forma de juego o esquema de incentivos) especifica:

a) El conjunto de jugadores.
b) El conjunto de posibles acciones o estrategias para cada jugador i, A;.

¢) La funcion de resultados f : A — X que determina el resultado que corresponde
a cada combinacion de mensajes o estrategias de los jugadores.

Es decir, un mecanismo debe indicar el conjunto de mensajes (o estrategias) de
cada jugador y qué resultado produce cada combinacién de mensajes o estrategias
de los jugadores. Si, ademas, afiadimos las preferencias de los jugadores sobre los
resultados, entonces el mecanismo se transforma en un juego.

Definicion 4.6. Un mecanismo es directo si verifica A; = T;, para todo i.

Es decir, un mecanismo es directo cuando la estrategia de cada jugador en el
juego que induce el mecanismo es revelar honestamente su tipo (como un equilibrio
de Nash). En un mecanismo directo a cada jugador se le pide que revele su tipo y,
por tanto, un resultado x = f () € X se determina como una funcién del perfil de
tipos ¢ = (1y,..., t,) declarados por los jugadores.

Supongamos, por otra parte, que un agente i es de tipo t; y que su estrategia
de equilibrio en el juego inducido por el mecanismo es s; (t;). Sea s(t) el vector de
estrategias. Pues bien, el mecanismo es indirecto cuando el vector ¢ determina los
pagos de cada jugador a través de la estrategia s(t) y es directo cuando determina
los pagos directamente a partir del vector de tipos (véase la Figura 4.4).

19 Si hubiésemos representado este juego extensivo como un juego simultaneo, el tunico equilibrio de Nash
en estrategias puras seria aquel en el que MV siempre escoge S y MF escoge N. Por lo tanto, el mecanismo
subyacente a ese juego simultaneo también permite implementar (mediante el concepto de solucién del
equilibrio de Nash en puras) el resultado deseado: entregar el bebé a la verdadera madre.
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() C S —— =s(1)

Figura 4.4. Un mecanismo indirecto (linea discontinua) y uno directo (linea continua)

Proposicion 4.13 (Principio de revelacion). Sea s* un EB del mecanismo indirecto.
Entonces existe un mecanismo directo que es equivalente en pagos y tal que el perfil
de estrategias dado por s; (t;) = t; para todo i y t; € T; (revelacion sincera) es un EB.

La idea del principio de revelacion es provocar que los jugadores se comporten
honestamente, es decir, que ninguno tenga incentivos para mentir. Consideremos
cualquier funcién g : 7 — X que especifique un resultado para todo perfil posi-
ble de tipos. Dicha funcién es implementable si hay algiin mecanismo G que tenga
un EB s* tal que g(#) = f(s*(#)). El principio de revelacién indica que no es pre-
ciso considerar todos los mecanismos posibles cuando intentamos determinar el
conjunto de funciones implementables; basta considerar aquellas funciones g que
son compatibles en incentivos, es decir, que la revelacion sincera es un EB en el
correspondiente mecanismo directo.”

La caracteristica particular de los mecanismos de revelacién directa es que se di-
sefian en funcion de la informacion que el principal recibe de los agentes. Ademas,
el principio de revelacion implica que los mecanismos de revelacion deben exhibir
compatibilidad de incentivos, es decir, deben hacer que los agentes no estén tenta-
dos a comportarse de forma deshonesta con el principal (ocultando informacién o
mintiendo) cuando se espera que ninguno lo haga. Lo mas relevante de este prin-
cipio es que el mecanismo disefiado por el principal para guiar la interacciéon de
los agentes a resultados eficientes da lugar a equilibrios en el sentido estricto de la
teoria de juegos.

20 De acuerdo con el principio de revelacién existen infinitos mecanismos mediante los cuales el disefiador
o principal (que recibe la informacion privada que le dan los agentes y especifica sus acciones) puede especi-
ficar los incentivos para conducir la toma de decisiones de los agentes, pero solo uno de esos procedimientos
da lugar a una asignacion eficiente.



Aplicacion de los juegos
bayesianos estaticos

5.1. Introduccion

En la mayoria de las situaciones de conflicto en las que los jugadores toman deci-
siones de manera simultanea, la informacién que rodea el juego correspondiente es
incompleta. Esto es lo que ocurre, por ejemplo, cuando en un determinado momen-
to las empresas de un mercado oligopolista compiten entre si y cada una desconoce
el nivel exacto de los costes de las empresas rivales y, por tanto, desconoce su fun-
cién de pagos. O cuando se subasta un determinado objeto y cada licitante conoce
el valor que le atribuye (disposicién a pagar), pero no conoce el valor de ningin
otro licitante. O cuando un laboratorio de investigaciéon con una patente y cuyo
valor econémico desconoce tiene que licenciar la innovacién patentada a una o va-
rias empresas capaces de explotarla comercialmente y que, por su experiencia de
mercado, conocen dicho valor. O cuando una administracién publica saca a con-
curso la construccion de una autovia y desconoce el coste del proyecto, mientras
que la potencial empresa o empresas constructoras tienen un conocimiento exacto
del mismo. O, por citar un ejemplo mas, cuando el vendedor conoce mejor que el
comprador la calidad que tiene el producto que pone a la venta.

En cualquiera de los casos mencionados la informacion es incompleta, es decir,
al menos uno de los jugadores participantes desconoce algiin parametro de la fun-
cién de pagos de algin otro jugador. Se trata, pues, de situaciones en las que un ju-
gador (informado) tiene diferentes tipos y el resto de los jugadores (desinformados)
no saben el tipo exacto del jugador informado. En estos casos, como hemos visto, la
transformaciéon de Harsanyi —haciendo que el tipo concreto de jugador lo determi-
ne una eleccion previa hecha por la Naturaleza— convierte estos juegos de infor-
macion incompleta (en los que el jugador o jugadores desinformados desconocen el
tipo del jugador informado) en juegos de informacién completa, aunque imperfecta.
Es por ello que los juegos bayesianos estaticos constituyen el modelo adecuado para
analizar el desarrollo de cada una de estas situaciones y de otras similares. Asi, uno
de los aspectos a los que dedicaremos atencion en este capitulo es a comparar los
resultados que se obtienen en un contexto de informacién incompleta con los que se
obtendrian si la informacion fuese completa. Esto nos permitira evaluar el impacto
que la informacion incompleta produce en el comportamiento de los jugadores.

El resto del capitulo est4 organizado de la siguiente forma. En la Seccién 5.2 se
analiza el funcionamiento del oligopolio de Cournot en condiciones de informacion
incompleta, por el hecho de que alguna de las empresas desconocen los costes de
las empresas rivales. Posteriormente, en la Seccidén 5.3 se extiende el analisis a la
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competencia mediante precios. En la Seccion 5.4 examinamos las subastas en sobre
cerrado con licitantes que tienen un continuo de tipos. La provision de un bien pu-
blico cuando la disposicion a contribuir de cada individuo es informacion privada
se analiza a la luz de los juegos bayesianos estaticos en la Seccion 5.5. Por altimo, en
la Seccién 5.6 se estudia el mercado de coches de segunda mano en el que cada ven-
dedor tiene informacion privada sobre la calidad de su coche y se muestra que esta
asimetria informacional lleva a que el mercado sea inoperante como mecanismo
eficiente de asignacion de recursos.

5.2. Competencia a la Cournot

Consideremos un duopolio en el que las empresas 1 y 2, que fabrican un producto
idéntico a los ojos de los consumidores, compiten entre si. La funcion de costes de
la empresa 1 es lineal (costes marginales constantes) y puede ser cq; o cq;, donde
q: es la cantidad que produce y ¢ > c. Unicamente la empresa 1 sabe cual de las
dos es exactamente (empresa informada o empresa con informacién privada). La
empresa 2, por el contrario, solo conoce la distribucién de probabilidad de la que
proviene la funcion de costes de la empresa 1: sabe que el coste marginal de la
empresa 1 puede ser ¢ con probabilidad y, 0 < y < 1, o ¢ con probabilidad 1 — y.!
La empresa 2 es, pues, un jugador desinformado respecto a los costes que tiene la
empresa 1. La funcioén de costes de la empresa 2 es con seguridad cq,, donde g, es
la cantidad que produce esta empresa y 0 < ¢ < ¢ < ¢. Que la funcién de costes de
la empresa 2 es cq, lo sabe tanto ella como la empresa 1 (informacion publica). La
funcién inversa de demanda también es conocida publicamente y viene dada por
p(Q) = max{0,a— (q; + g2) }, donde el parametro a mide el tamafio del mercado
y es tal que a > ¢. Las empresas compiten mediante la fijacién simultanea de las
cantidades que cada una desea producir.

Para formalizar esta situacion como un juego bayesiano estatico basta tener en
cuenta que la empresa 1 puede ser de dos tipos diferentes, cada uno correspondiente
a un posible coste marginal, con lo cual 7; = {¢, ¢}, mientras que la empresa 2 no
tiene tipos, ya que su coste marginal es, con certeza, c. Las acciones posibles para
cada empresa i son los niveles de output que puede producir, ¢; > 0, y dado que los
movimientos de los jugadores son simultaneos, resulta A; = S; = [0,00), i = 1,2.
Por ultimo, los pagos para cada empresa son los beneficios correspondientes, 7; =
(a-ci—q-q)q

En este contexto, la estrategia 6ptima de cada empresa es decidir, para cada
uno de los tipos en los que podria encarnarse, la cantidad que constituye la mejor
respuesta frente a la cantidad que conjetura que, segiin su creencia sobre el tipo de
empresa rival, producira dicha empresa rival. Por lo tanto, un equilibrio bayesiano

! La diferencia ¢ — ¢ puede interpretarse como la cantidad de incertidumbre que tiene la empresa 2 respecto
a los costes de la empresa 1.
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Pr(B, < b) = Pr(w < B(b)) = F(B™(b)) = B_l_v(b) (5.7)

Cualquier licitante distinto de i (por ejemplo, el licitante 1) querra conocer la
probabilidad (5.7) porque asi, cuando puja b, conoce la probabilidad de que i puje
menos que by, por tanto, sabe con qué probabilidad ganara ¢l la subasta. Dado
que los demas licitantes distintos del 1 utilizan la funcién de puja B y dado que
sus valoraciones tienen la misma distribucion y, ademas, son independientes entre
si, entonces la probabilidad de que todos los demas licitantes distintos del 1 pujen

menos que b es -
. B'(b)
Pr(B;<b,Vi=2,3,...,n) =

(%

Esta es la probabilidad de que el licitante 1 gane la subasta pujando b. ;Qué
precio esta implicito en su puja? Si gana la subasta, obtiene el pago v; — b, mientras
que si la pierde a pesar de su puja, obtiene 0. Por lo tanto, su utilidad esperada es

sl (v, ) 2 1(”))”1

y la puja Optima sera la que maximiza dicha utilidad esperada. La correspondiente
CPO es

R e U] Gy L

que se puede reescribir como

(B‘;(b)) (0, - b) (n- )(B (b)) %dB‘db(b) (55)

y donde db( ) esla pendiente de la funcién inversa de puja B™' evaluada en b.

Simplificando (5.8), resulta

B (0) (87 (5) = (0, - b) (n-1) 59)

Al asumir que todos los licitantes son simétricos (utilizan la misma funcién de
puja B) y que b es la puja dptima para el licitante con valoracién v;, tenemos que
B (b) =v,yb=B(v,).Porlo tanto la expresion (5.9) se convierte (escribiendo,
por simetria, v en lugar de v;) en v v) = (v-B(v))(n-1) o, lo que es lo

B (o) - (1— B(;”) (n-1)
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que es una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden y que, junto con la con-

dicion lateral B(0) = 0 (que indica que la puja de un licitante con valoracién nula
n—

es 0), tiene como soluciéon B(v) = . [ |

La puja de cada licitante esta relacionada, pues, con su valoracion v a través del
factor %1 donde n es el nimero de licitantes que participan en la subasta. Dado que
%1 < 1,los licitantes pujan, en el EB, por debajo de sus valoraciones. Este resultado
contrasta con el que surge en una subasta sellada al segundo precio, en cuyo caso
los licitantes pujan por su verdadero valor (es decir, se comportan honestamente).

Esto se debe a dos efectos contrapuestos asociados a cualquier puja que se haga
en una subasta al primer precio: cuanto mayor sea la puja, mayor sera la probabi-
lidad de ganar (lo cual alienta a los licitantes a aumentar sus pujas); sin embargo,
cuanto menor es la puja, mayor sera el pago que se obtiene en caso de ganar (lo
cual incentiva a cada licitante a reducir su puja). En definitiva, la mayor cuantia
del segundo efecto hace que en una subasta sellada al primer precio la puja de
cada licitante sea inferior a su valoracion. Sin embargo, estos dos efectos contra-
puestos no existen en la subasta al segundo precio, razén por la cual los licitan-
tes pujan por una cuantia igual a la verdadera valoracion que tienen del objeto.

De la Proposicion (5.6) se deriva que cuando hay solo dos licitantes, i = 1, 2, cada
uno puja por la mitad de su valoracion, b; (v;) = 3. En efecto, si las valoraciones
se distribuyen uniformemente en el intervalo [0,1], entonces, dada la estrategia
(puja) del licitante 2, el licitante 1 no ofrecera mas que % por el objeto, porque %
es justamente la valoraciéon media que espera que tenga el licitante 2. (Lo mismo
sucede con el licitante 2.) El licitante 1, ofreciendo b, gana la subasta si b > b, = %
es decir, si v, < 2b, y, por tanto, el pago esperado que obtiene (en caso de ganar) es
(v1 = b) x Pr (v, < 2b). Este pago es

(0-5) [ F () de = (o~ b) [0, -
=(v-b)2b

y para maximizarlo ha de elegir b = 2. A partir de aqui, y teniendo en cuenta el
resultado de la Proposicion 5.6, un aumento del nimero de licitantes hace que sean
mas agresivos y que sus pujas estén cada vez mas proximas a sus valoraciones.

5.4.3. El punto de vista del subastador

(Qué ingreso puede esperar el subastador si organiza una subasta sellada al se-
gundo precio y a ella acuden n licitantes neutrales al riesgo? ;Y si la subasta es al
primer precio? Supongamos que, con independencia de la subasta que implemente,
el valor de cada licitante i por el objeto subastado, v;, es una variable aleatoria que
se distribuye uniformemente en el intervalo [0,7], siendo v; independiente de v,
Vj # i. Los licitantes son simétricos, con lo cual la distribucion de v; es igual para



Juegos bayesianos
dinamicos

6.1. Introduccion

A diferencia de lo que ocurre en un juego bayesiano estatico, en uno dinamico hay
al menos un jugador que, antes de tomar su decisién, observa lo que algun otro
jugador ha elegido previamente. Esto tiene consecuencias importantes. Por ejem-
plo, si el primer jugador en mover es el que tiene informacién privada (jugador
informado), y dado que las acciones que tome pueden servir para revelar u ocultar
dicha informacion, la transmision de informacion (veraz o no) se convierte en parte
esencial de la conducta estratégica de los jugadores. En particular, cuando revelar
su tipo beneficia a sus intereses, entonces el jugador informado querra transmitir
—mediante sefiales observables y creibles— informacién honesta sobre dicho tipo;
por el contrario, cuando revelarlo le perjudique (cosa que ocurrira cuando su tipo
es malo'), querra emular el comportamiento de un tipo mas favorable para sus in-
tereses.” Por su parte, el jugador o jugadores no informados, a partir de las acciones
que observan del jugador o jugadores informados, aprenden algo (o no aprenden
nada, dependiendo de la sefial que reciban) sobre el juego que se esta jugando vy,
una vez que han aprendido algo (o no), toman sus propias decisiones.

;Coémo se incorpora al juego este aprendizaje por parte del jugador no infor-
mado? Una vez que observa la sefial enviada por el jugador informado, el juga-
dor o jugadores no informados deben revisar, mediante actualizacién bayesiana, el
sistema de creencias que tienen a priori sobre el tipo t de jugador con el que es-
tan interaccionando. Asi, de las creencias a priori, Pr(t), se pasa a las creencias a
posteriori o creencias revisadas, es decir, a la distribucion de probabilidad sobre el
conjunto de tipos del jugador informado tras observar la sefial que este ha enviado,
Pr(t|sefal o accién observada). Este proceso de transmision de informacion en un
juego bayesiano dinamico es lo que, en los juegos en los que hay solo dos jugadores
(un emisor y un receptor), se conoce como sefializacion.

! Un tipo malo puede referirse a una baja habilidad para un individuo, un elevado coste de produccién para
una empresa, etc. Un tipo bueno, a una alta habilidad, un reducido coste de produccion, etc.

2 Una sefial consistente en que el jugador informado comunica verbalmente de qué tipo es no resulta creible,
salvo que los intereses de los jugadores coincidan plenamente. Hablar no es una sefial creible porque no tiene
coste.
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Algo similar ocurre cuando el primer jugador que mueve es el jugador no infor-
mado. En este caso, el jugador que mueve primero (jugador no informado) puede
jugar de manera que el que mueva maés tarde (jugador informado) revele su infor-
macion privada. Para ello ofrece un ment de contratos al objeto de que cada tipo
de jugador informado elija el contrato que ha sido especificamente disefiado para
él y no se desvie a otro contrato que ha sido disefiado para otro tipo distinto. Lo
que pretende con el menu de acciones es que el jugador informado responda a la
accion que, de entre todas, convenga mas a su tipo (por ser la que le reporta un
mayor pago esperado) y no a la que sea mas adecuada para otro tipo distinto del
que realmente es. Este proceso de obtencion de informacion por parte del jugador
no informado haciendo que cada tipo de jugador informado responda a la opcién
especificamente disefiada para ese tipo y no para ningin otro distinto es lo que se
conoce como filtraciéon o autoseleccion.

En cualquiera de las dos situaciones mencionadas, la transformaciéon de Har-
sanyi permite pasar de un juego con informacién incompleta a otro con informa-
ciéon completa aunque imperfecta. En el caso de los juegos bayesianos estaticos,
haciendo que el jugador desinformado tenga expectativas de que el jugador infor-
mado sea de un tipo u otro, para lo cual asigna probabilidades a cada uno de los
tipos posibles de jugador informado. La novedad, ahora, en el caso de los juegos
bayesianos dindmicos, es la transmision de informacion entre los jugadores y la ne-
cesidad de incorporar la racionalidad secuencial. Por esa razon, es imprescindible
contar con una herramienta que, a lo largo del juego, refleje las probabilidades que
cada jugador atribuye a los distintos tipos de los rivales: el sistema de creencias. El
desarrollo de la interaccion entre los jugadores tiene, pues, dos elementos de igual
relevancia, las estrategias y las creencias. De esta forma, el concepto de solucién
apropiado para un juego dinamico con informacién incompleta es el de equilibrio
de Nash bayesiano perfecto, o equilibrio bayesiano perfecto sin mas (Selten, 1975),
que combina estrategias de los jugadores y creencias del jugador o jugadores no
informados. Para ello, es necesario hacer supuestos bajo los cuales los jugadores es-
tablecen creencias sobre el nodo por el que va a pasar el juego y que esas creencias,
y las correspondientes mejores respuestas, sean luego coherentes.’

Hasta ahora hemos presentado tres conceptos de equilibrio: el equilibrio de
Nash (EN) para juegos estaticos de informacion completa, el equilibrio bayesiano
(EB) para juegos estaticos con informacién incompleta y el equilibrio de Nash per-
fecto en subjuegos (ENPS) para juegos dindmicos con informacion completa. El
ENPS es, sin embargo, inoperante en juegos dinamicos con informacién incom-
pleta porque estos carecen de subjuegos propios, es decir, subjuegos distintos del
juego en su totalidad. La forma de superar esta inoperancia del ENPS es ampliar el
concepto de perfeccion en los subjuegos para requerir que los jugadores, median-
te la regla de Bayes, actualicen racionalmente sus creencias respecto al juego que
se esta jugando. Asi se llega al equilibrio bayesiano perfecto (EBP) como solucioén

3 Las creencias son importantes en cualquier juego de informacién incompleta.
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adecuada para juegos dinamicos con informacion incompleta. De la misma forma
que el ENPS elimina cualquier EN que esté sustentado en amenazas increibles, el
EBP puede ser visto como un refinamiento del EB.

El EBP exige que en cada contingencia posible del juego las estrategias de cada
jugador sean mejores respuestas, dadas sus creencias o conjeturas en cada nodo
dentro de su conjunto de informacion, y, ademas, que dichas creencias sean cohe-
rentes con las estrategias 6ptimas de los jugadores y la distribucion de probabilidad
con la que elige la Naturaleza, utilizando para ello la regla de Bayes siempre que
sea posible. A partir de aqui, un juego dinamico con informacién incompleta puede
tener multiples EBP porque estemos en nodos de probabilidad cero y, en consecuen-
cia, las creencias a priori no puedan actualizarse con la regla de Bayes. En tal caso,
el EBP no impone ninguna restriccion a las creencias, razon por la cual estas son
arbitrarias y podemos elegir cualquier valor para ellas. Pues bien, la literatura se
ha ocupado de imponer restricciones a las creencias cuando la regla de Bayes es
inaplicable (creencias fuera de la trayectoria del equilibrio), refinando el concepto
de EBP. Los refinamientos basados en la nocion de dominacién y el criterio intui-
tivo (Cho y Kreps, 1987), asi como el concepto de divinidad (Banks y Sobel, 1987)
se utilizan precisamente para restringir las creencias de fuera del equilibrio.

El EBP refina el concepto de EB con la idea de la racionalidad secuencial. Sin
embargo, no refina el concepto de ENPS. Para conseguirlo, Fudenberg y Tirole
(1991) proponen un concepto de equilibrio atin mas estricto, el equilibrio bayesiano
perfecto en subjuegos (EBPS), que refina todos los conceptos anteriores, como se

muestra en la Figura 6.1.
ENPS \
EBPS /
\ EBP EB

Figura 6.1. Relacion entre diversos conceptos de equilibrio

EN

Y

En el EBPS los jugadores establecen creencias y restricciones sobre todos los
conjuntos de informacion por los que puede pasar el desarrollo del juego. El EBP
solo impone restricciones sobre los conjuntos de informacion (y sus nodos) situa-
dos en la trayectoria de equilibrio del juego. E1 EBPS es mas restrictivo que el EBP,
ya que impone restricciones sobre todas las posibles trayectorias (tanto de equi-
librio como de fuera del equilibrio) y no solo sobre los nodos por los que pasa la
trayectoria de equilibrio.

Un concepto alternativo al EBPS es el de equilibrio secuencial (Kreps y Wilson,
1982), el cual también parte de estrategias y creencias y exige que las estrategias
sean Optimas en cualquier contingencia del juego, dadas las creencias. Sin embargo,
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y, a partir de (6.5), la estrategia 6ptima para el jugador 2 es

F, si/1<%

;=4 E, sit<A<l
g 5 3
E, si/1>%

Por lo tanto, si A < 1/5, entonces (F, A) y (F, L) son EBP con las creencias (ar-
bitrarias) y = 2/7;s11/5 <A< 1/3, el jugador 1 elige E y la actualizacion bayesiana
de las creencias lleva a y = 5 Jj 5 # %, con lo cual no existe EBP; por ultimo, si
A > 1/3, tanto (E, A) como (E,L) son EBP del juego con las creencias arbitrarias
y =2/7. |

m Ejemplo 5

Consideremos de nuevo un juego como el del Ejemplo 4, pero ahora con una mo-
dificacion en los pagos de los jugadores de forma que x > 0, tal como se muestra
en Figura 6.6.

(%)

Figura 6.6. Otra vez el juego del Ejemplo 4

() ()

En este caso, llegamos al siguiente resultado.

Proposicion 6.4. Sea y el sistema de creencias a priori del jugador 2. Entonces:

a) Siye (% 1), el juego de la Figura 6.6 tiene el EBP en estrategias puras estipu-
lado en la Proposicion 6.3 a).

b) Siye (0, %) el juego carece de EBP.
¢) Siy =2/7, el juego de la Figura 6.6 tiene tres EBP en estrategias puras, dados en la

Proposicion 6.3 ¢) y, ademas, el EBP en estrategias mixtas {(0, ? 5) (i:;, ﬁ),
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Y= %}, donde el jugador 1 juega E con probabilidad 2/7 y E con probabilidad
X+

5/7, mientras que el jugador 2 juega A con probabilidad **3 y L con probabi-

lidad ﬁ (Es facil ver que al aumentar el valor de x, aumenta la probabilidad
con la que el jugador 2 juega A y disminuye la probabilidad con la que juega L.)

Demostracion Empecemos suponiendo que el sistema de creencias a priori del ju-
gador desinformado (jugador 2) es (y,1 - y): cree que con probabilidad y el juego
esta en el nodo izquierdo de su conjunto de informacién y con probabilidad 1 -y,
en el nodo derecho. Entonces, su pago esperado es el dado en (6.3) y su estrategia
Optima, la dada en (6.4).

a)

b)

Si y > 2/7, el jugador 2 jugara Ay, por tanto, el jugador 1 prefiere jugar E.
Ahora bien, en este caso, el nodo izquierdo del conjunto de informacién del
jugador 2 no esta en la trayectoria del equilibrio, con lo cual las creencias no
pueden ser actualizadas mediante la regla de Bayes; en su lugar, imponemos,
de forma arbitraria, cualquier valor a y, como por ejemplo y > 2/7. Tenemos,
pues, el EBP dado por (E, A) con y > 2/7.

Si y < 2/7, el jugador 2 elegira Ly la mejor reaccion del jugador 1 frente
a esta eleccion es jugar E, ya que x > 0. Entonces, el nodo izquierdo del
conjunto de informacién del jugador 2 esta en la trayectoria del equilibrio
y, por actualizaciéon bayesiana, resulta y = % = 1. Ahora bien, y = 1 es
incompatible con y < 2/7. No existe, pues, un EBP soportado por el sistema

de creencias y < 2/7.

Por ultimo, si y = 2/7, el jugador 2 se muestra indiferente entre jugar la
estrategia pura A o la estrategia pura L. Supongamos que juega A con pro-
babilidad A y L con probabilidad 1 — A. Entonces, el pago esperado para el
jugador 1 es

0, si juega F
E[w]=1{ 2A+x(1-21), sijuegaE (6.6)
44 -1, si juega E

De (6.6) se concluye que E domina a F, ya que x es positivo, con lo cual
2A+x(1-2) > 0. Por lo tanto, el jugador 1 nunca jugara F y, en consecuencia,
su pago esperado se reduce a

20+ x(1=2), sijuega E
E[ul]:{ (1-2), sijueg

41 -1, sijuega E

Sea 0 la probabilidad de que el jugador 1 juegue E y 1— 6 la probabilidad

de que juegue E, en cuyo caso la regla de Bayes requiere que y = Wo—e) =
0 = 2. Ademas, para que el jugador 1 esté indiferente entre Ey E hade
suceder que 24 + x (1 - 1) = 4A - 1, de donde A = £ ]
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m Ejemplo 6

Consideremos el siguiente juego entre los jugadores 1y 2. La Naturaleza (jugador 0)
es el jugador que desencadena el juego seleccionando x o z como tipos para el ju-
gador 1. La probabilidad de que la eleccion de la Naturaleza sea x es 0,6 y la proba-
bilidad de que sea z es 0,4. A continuacién, el jugador 1 elige A o B sin saber qué
ha decidido previamente la Naturaleza. Luego, el jugador 2 observa qué ha elegido
el jugador 1y, a continuacion, elige a o b. Si el jugador 1 elige A, el jugador 2 sabe
qué ha elegido la Naturaleza (sabe si el juego esta en un conjunto de informacion
u otro), mientras que si 1 elige B, el jugador 2 no sabe qué ha elegido la Natura-
leza (no sabe en qué nodo de su conjunto de informacion esta el juego). La forma
extensiva de este juego bayesiano dinamico es la que se representa en la Figura 6.7.

(o) (o)

Figura 6.7. Forma extensiva del juego del Ejemplo 6

Dado que el jugador 1 tiene un conjunto de informacién con dos nodos de
decision y el jugador 2 tiene tres conjuntos de informacién, dos de ellos con un solo
nodo y uno con dos nodos, los respectivos conjuntos de estrategias son S; = {A, B}
y S, = {aaa, aab, aba, abb, baa, bba, bab, bbb}.

Si resolvemos este juego, llegamos al siguiente resultado.

Proposicion 6.5. Sea y el sistema de creencias a priori. Entonces, en el juego del
Ejemplo 6 sucede lo siguiente:

a) Siy <1/2, el juego carece de EBP.

b) Siy > 1/2, el perfil de estrategias {(B, aaa)} con las conjeturas y > 1/2 es un
EBP?

8 La estrategia aaa para el jugador 2 significa que juega a en el conjunto de informacion superior izquierdo
de la Figura 6.7, a en el conjunto de informacién superior derecho y a en el conjunto de informacién inferior.
La interpretacion de las demaés estrategias es similar, yendo de izquierda a derecha y de arriba abajo.
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con lo cual la mejor respuesta del jugador 1 de tipo x es MRy, = B(x). A su vez, el
pago esperado para el jugador 1 de tipo z es
1

{ %x1+5x2:%, si envia la sefial A

Elu,|=
L] 2, si envia la sefal B

y, en consecuencia, MR;, = B(z). Llegamos, pues, a (B(x),B(z)) si yu > 2/3, con lo
cual las mejores respuestas no son mutuamente coherentes o, lo que es lo mismo,
no tenemos un EBP (agrupador).

Consideremos ahora el caso 1 < 2/3 y veamos si (A(x),A(z)) forma parte o
no de un EBP agrupador. La mejor respuesta del jugador 2 es la dada en (6.8). A su
vez, la mejor respuesta del jugador 1 de tipo x a (6.8) se obtiene a partir de

% x 1+ % X 2= %, si envia la sefial A
E[ulx] =

1-pu, si envia la sefial B

y resulta MR;, = A(x). Por otra parte, el jugador 1 de tipo z tiene como pago
esperado

% x 1+ % X 2= %, si envia la sefial A
E[ulz] =

1-p, si envia la sefial B

y, por tanto, MR;, = A(z). Tenemos, pues, (A (x),A(z)), con lo cual hemos en-
contrado un EBP agrupador.

Consideremos ahora la estrategia (B (x),B(z)) para el jugador 1y veamos si
puede formar parte o no de un EBP agrupador. En este caso, las probabilidades
revisadas del jugador 2 son las mismas que sus creencias a priori, es decir, y = 1/2,
mientras que y puede tomar cualquier valor arbitrario, ya que el correspondiente
nodo esta fuera de la senda de equilibrio. Entonces, si el jugador 2 observa la sefial
A por parte del jugador 1, su pago esperado es

3y+4(1-y)=1, sijuegaa
Ll |

1-vy, sijuega b

con lo cual MR, (A) = a, para todo y. Por el contrario, si 2 observa que 1 ha enviado
la senal B, entonces

pu+(1-p)=1, sijuegaa
Elu,] = 3 .
3(1-p)=3, sijuegab



238 CapriTULO 6. Juegos bayesianos dindmicos

de donde MR, (A) = b. En definitiva,

a(A), paratodo y

y frente a (6.11) la mejor reaccion del jugador 1 de tipo x se obtiene a partir de

Oxp+l—p=2, si envia la sefial B
E[ulx] =

Ixy+2x(1-y)=2-y, sisedesviaenviando la sefial A
con lo cual MRy, = A(x). Andlogamente, si el jugador 1 es de tipo z

Oxp+l—p=g, si envia la sefal B
E[ulz] =

Ixy+2x(1-y)=2-y, sisedesviaenviando la sefial A

de donde MR, = A(z). Llegamos, pues, a (A(x),A(z)), y no a (B(x),B(z)) co-
mo habiamos supuesto. En definitiva, no tenemos un EBP (agrupador) porque las
mejores respuestas de los jugadores no son mutuamente compatibles.

Proposicion 6.10. El tinico EBP agrupador del juego bayesiano dinamico de la Figura
6.11 es el dado por {(A(x),A(z)),(b(A),a(B));y=1/2,u<2/3}.

6.6. Refinamientos del equilibrio bayesiano perfecto

m Ejemplo 11

Consideremos tres jugadores —los jugadores 1, 2 y 3— que juegan el siguiente juego
secuencial. El jugador 1 es el que da comienzo al juego eligiendo A o B. Si elige A, el
juego termina y los jugadores reciben los correspondientes pagos. Por el contrario,
si elige B, entonces son los jugadores 2 y 3 los que, después de observar que 1 ha
elegido B, juegan eligiendo a o b (el jugador 2) y @’ o b’ (el jugador 3). Los jugadores
2 y 3 saben, en el momento en que tienen que elegir, qué ha elegido previamente
el jugador 1y, por tanto, saben donde esta situado el juego. Sin embargo, los juga-
dores 2 y 3 toman sus decisiones simultaneamente, con lo cual ninguno sabe qué
ha elegido el otro. La forma extensiva de este juego es la que aparece representada
graficamente en la Figura 6.12."

15 Existe otra forma extensiva con la que poder representar el juego, en la que se intercambia de lugar en el
arbol el jugador 2 por el jugador 3 (con el consiguiente cambio en el orden de los pagos en los vectores de

pagos).
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W
_= O
—

1 3 2 1

Figura 6.12. Forma extensiva del juego del Ejemplo 11

Teniendo en cuenta que los conjuntos de estrategias de los jugadores son, res-
pectivamente, S; = {A,B}, S; = {a,b} y S; = {d’, b'}, la representaciéon normal
del juego en forma extensiva de la Figura 6.12 es la dada por las dos matrices de la
Tabla 6.2.

Tabla 6.2. Forma normal del juego de la Figura 6.12

3
b2 b
1 2 a b 1 2 a b
A 2,0,0 2,0,0 A 2,0,0 2,0,0
B 1,2, 1 0,1,2 B 4,3,3 0,1,1

Los EN del juego del Ejemplo 11 son: (A, a,a’), (A, b,d’), (A, b',b)y (B,a, b").
Ademas, por induccion hacia atras, es facil ver que, de estos cuatro EN, solo (B, a, b")
es equilibrio de Nash del subjuego dado por el juego completo y también del sub-
juego que empieza en el nodo del jugador 2. Es decir, unicamente (B, a, b") es ENPS.

Para determinar los EBP del juego, es necesario establecer creencias sobre los
nodos del conjunto de informacién que tienen mas de un nodo. En este caso, es el
conjunto de informacion del jugador 3 el que tiene dos nodos. Si denotamos por [
el nodo izquierdo y por r el nodo derecho, hemos de averiguar las creencias u(1)
y u(r), es decir, la probabilidad que asigna el jugador 3 a que el juego esté situado
en el nodo izquierdo de su conjunto de informacion y la probabilidad de que esté
situado en el nodo derecho, respectivamente. Llegamos asi a la forma extensiva del
juego representada en la Figura 6.13.
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1 4 0 0
2 3 1 1
1 3 2 1

Figura 6.13. La forma extensiva del juego del Ejemplo 11 con las probabilidades
de que el juego esté en cada nodo del conjunto de informacién del jugador 3

Como siempre, para encontrar un EBP tenemos que buscar un conjunto de
estrategias condicionadas a cada conjunto de informacion y un sistema de creencias
sobre cada nodo de todo conjunto de informacion tales que:

a)

Las estrategias son Optimas (mejores respuestas) en cada conjunto de infor-
macion, dado el sistema de creencias, es decir,

> i (sf,s%) < p(x) 2 ) wi (i, 8%) x ()

xeV xeV

para todo jugador i, para todo s; € S;, para todo nodo x € V y para todo
conjunto de informacién V.

Las creencias son coherentes con las estrategias de equilibrio, es decir, la
probabilidad condicionada de alcanzar el nodo x si se alcanza el conjunto de
informacién V es

) - M)
p(Vls*)

Se observa como solo se imponen restricciones en los conjuntos de informa-

cidn sobre las trayectorias de equilibrio, es decir, en los que g (V|s*) > 0.

Fuera del equilibrio, z(V|s) = 0y, por tanto, no es aplicable la regla de

Bayes, en cuyo caso se toma, arbitrariamente, cualquier valor entre 0 y 1.

En el juego de la Figura 6.13 la trayectoria del equilibrio pasa por el nodo I o
bien por el nodo r. Si pasa por [, la coherencia impone que p (1) = 1, en cuyo caso
tenemos un EBP, dado por el conjunto de estrategias y el sistema de creencias



Aplicaciones de los juegos
bayesianos dinamicos

7.1. Introduccion

Tal como hemos visto en los capitulos anteriores, en un juego dinamico el jugador
o0 jugadores que eligen mas tarde que otros observan las acciones que han elegi-
do los jugadores que han jugado antes que ellos. Por otra parte, en un juego de
informacién incompleta hay al menos un jugador que no conoce con certeza los
conjuntos de acciones, las funciones de pagos y/o la racionalidad del resto de los
jugadores. Pues bien, en este capitulo analizaremos situaciones en las que estas dos
caracteristicas aparecen yuxtapuestas y, por tanto, pueden ser analizadas a la luz
de los juegos bayesianos dinamicos.

Por ejemplo, en un mercado en el que compitan dos (0 mas) empresas y una de
ellas toma decisiones antes que la otra (u otras) puede suceder que cada empresa
conozca su coste de produccion y que, sin embargo, ninguna conozca los costes de
las demas. Estariamos, pues, ante un juego dindmico con informacion incompleta,
si bien simétrica porque la falta de informacion afecta por igual a todas las empre-
sas que intervienen en el juego. En estas condiciones, es posible que la empresa
que mueva en primer lugar tenga incentivos para comunicar, a través de la cuantia
de su accién (la cantidad producida o el precio del producto), que es de un determi-
nado tipo —de coste bajo o de coste alto, por ejemplo— y no de otro. Si esto es asi,
una empresa que ejerza el papel de lider moviendo antes que ninguna otra y cuyo
coste marginal de produccion (bajo o alto) sea desconocido por la empresa seguido-
ra, puede tener interés en producir una elevada cantidad de producto —mayor, por
ejemplo, que sila informacion fuese completa— para comunicar a la empresa segui-
dora que su coste es bajo y, al mostrarse mas agresiva, inducir a esta ultima a que
reduzca su nivel de produccién. Asimismo, el fabricante de un producto, que conoce
la verdadera calidad del producto, mientras que los compradores no, puede tener
incentivo para realizar alguna accién (acompaiiar la venta del producto con una
garantia, realizar un elevado nivel de publicidad, fijar un precio elevado, etc.) para
transmitir a los compradores que el producto es de alta calidad. Una empresa cuyo
coste marginal de produccion sea desconocido puede estar tentada a producir una
elevada cantidad con la intencion de comunicar a una potencial empresa que quiera
entrar en el mercado que su coste de produccion es reducido y que, por tanto, sera
agresiva y luchara contra su entrada, desencadenando, por ejemplo, una guerra de
precios. En la misma linea, una empresa que contrata a un trabajador para realizar
una determinada tarea puede desconocer la verdadera productividad del trabaja-
dor, en tanto que el trabajador puede tener una idea mas aproximada de la misma;
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por esta razon, el trabajador podria estar interesado en destinar recursos y esfuerzo
a conseguir una titulacion que lo acredite como un trabajador de alta productivi-
dad a los ojos de la empresa (aunque dicho proceso de educacion no sirva necesa-
riamente para aumentar la productividad) para tratar de obtener el mayor salario
posible. Una compaiiia de seguros que sabe que los individuos que pueden adqui-
rir un seguro son heterogéneos en cuanto al riesgo que corren unos y otros, pero
no sabe cual es el riesgo concreto de un determinado individuo que compra un
seguro y, por tanto, esta en desventaja informativa con respecto a él y tiene que
decidir su estrategia 6ptima (el contrato de seguro que ha de ofrecer al asegurado),
sabiendo que el asegurado decidira aceptar o rechazar el contrato una vez que lo
haya observado. Una compaiiia aérea que desconoce la disponibilidad marginal a
pagar por el viaje de los diversos pasajeros que transporta ha de determinar qué
precio cobrar a cada uno de ellos. Un restaurante que desconoce la disposicién a
pagar de sus clientes ha de disefiar el menu y el precio adecuado para cada tipo de
cliente...

A pesar de que los ejemplos mencionados no agotan la libreria de casos, son
ilustrativos de la relevancia econémica de los juegos bayesianos dinamicos. Es por
ello que en este capitulo analizaremos situaciones como las mencionadas. Concre-
tamente, en la Seccion 7.2 se estudia la competencia secuencial con informacién
incompleta. En la Seccién 7.3 se analizan los juegos de sefializacion y, en parti-
cular, algunos de los juegos de sefnalizacién mas genuinos como el que ilustra el
papel de la educacidon superior, el comportamiento de los agentes en los mercados
de seguros y, por ultimo, el funcionamiento de las garantias como sefial de calidad.

7.2. Competencia secuencial con informacion incompleta

En esta seccion examinamos el funcionamiento de los mercados en los que las em-
presas que operan en ellos compiten de manera secuencial y, ademas, la informa-
cién sobre los beneficios que obtienen es incompleta. Nos restringiremos a mer-
cados en los que solo operan dos empresas y la informacién incompleta sobre los
pagos proviene del hecho de que una empresa no conoce el nivel exacto de los
costes marginales de la otra empresa.

7.2.1. La empresa lider conoce privadamente su coste marginal

Consideremos un mercado en el que operan las empresas 1y 2. Ambas fabrican un
producto idéntico a los ojos de los consumidores y compiten en cantidades de forma
secuencial. La funcién de demanda de mercado es p(q)) = max{0,1- (q: + q2) },
donde g; es el output que produce la empresa 1y g, el que produce la empresa 2.
El tamafio de mercado se normaliza en 1.

La empresa 1 conoce exactamente su coste marginal de produccién, que puede
ser reducido, ¢, o elevado, ¢, siendo ¢ > ¢. Lo nico que sabe la empresa 2 es que



Una categoria particular de juegos
dindmicos: los juegos repetidos

8.1. Introduccion

Un juego repetido o superjuego es un juego simultaneo —conocido como juego de
etapa o juego constituyente— que se juega repetidamente durante un niimero finito
o infinito de veces. Ademas, los jugadores son siempre los mismos y todos conocen,
al comienzo de cada nueva repeticion del juego de etapa, qué ha sucedido en las
rondas previas que ya se han jugado, es decir, todos conocen, al principio de cada
periodo, la historia del juego hasta ese periodo. Se trata, pues, de un juego dinamico
en el que los jugadores pueden condicionar sus acciones en cada ronda al compor-
tamiento de todos los jugadores en las rondas previas y, en consecuencia, pueden
optar por unas acciones u otras dependiendo de las consecuencias que tendran en
posteriores rondas. Si denotamos el juego de etapa por G en su forma normal, el
correspondiente juego repetido se representa como G, siendo T < oo cuando el
numero de veces que se repite el juego es finito y conocido o bien T = oo cuando
es infinito, en cuyo caso el juego no tiene determinado un final que los jugadores
puedan conocer de antemano, sino que en cada periodo t existe una probabilidad
positiva de seguir con el juego durante el siguiente periodo ¢ + 1.

La importancia de los juegos repetidos radica en que la conducta estratégica de
los jugadores cuando interactian mas de una vez a lo largo del tiempo puede ser
muy distinta de la que exhiben en el juego de etapa. Por ejemplo, si el juego de etapa
G es el dilema del prisionero, en el cual cada jugador tiene incentivos para desviarse
unilateralmente de la solucion Pareto eficiente (solucion cooperativa o solucién
que consistiria en “no confesar” por parte de cada jugador) y, por tanto, esta no
define un equilibrio de Nash (EN),' podria suceder que se obtuviese cooperacion, es
decir, que cada jugador decidiese “no confesar”, como EN del juego repetido GT. De
hecho, averiguar bajo qué condiciones la cooperacién puede sostenerse como EN
en GT apesar de que esto no es EN en el juego de etapa G es de crucial importancia.?
Para ello, sera necesario definir, para cada jugador, qué se entiende por estrategia
y qué se entiende por pago en el juego repetido. Una estrategia para un jugador en
GT esun plan que especifica qué accién adoptar en cada periodo ¢ como funcién de

1 Véase el Capitulo 2.

2 Dado que en los juegos no cooperativos no se negocia ningiin acuerdo, no interviene ningun tercero que
haga cumplir acuerdo alguno. Por lo tanto, habra cooperacion entre los jugadores (que actiian independien-
temente) Unicamente cuando cada uno de ellos considere que cooperar es ptimo para sus intereses.
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cada posible historia del juego en t. La historia del juego en el periodo t no es mas
que la secuencia de las acciones y los pagos de todos y cada uno de los jugadores®
que se han sucedido a lo largo de los periodos previos a t, es decir, hasta el momento
en que son elegidas las estrategias para el periodo t. Por otra parte, la ganancia de
cada jugador en un juego repetido G es la ganancia media por cada repeticién del
mismo (si el nimero de veces que se repite es finito) o la corriente actualizada de
pagos de las sucesivas repeticiones (si el horizonte del juego es infinito).

En general, el aspecto mas relevante de los juegos repetidos es analizar como
la repeticion del juego de etapa da lugar a que surjan EN que, sin embargo, no son
EN en el juego de etapa G. En efecto, el teorema folk o teorema de tradicion oral
establece que el conjunto de EN en los juegos repetidos es mucho mayor que el
conjunto de EN de sus correspondientes versiones estaticas. La explicacion reside
en que las expectativas de los jugadores sobre el futuro pueden inducirles a utilizar
estrategias que en un contexto estatico no serian 6ptimas.

El resto del capitulo est4 organizado de la siguiente forma. En la Seccion 8.2 se
definen las estrategias y otros conceptos importantes en el estudio de los juegos
repetidos. En la Seccion 8.3 se analizan los juegos que se repiten un nimero finito
de veces y en la Seccion 8.4 los juegos que se repiten a lo largo de un horizonte
infinito. La idea fundamental de estas dos tltimas secciones es que los equilibrios
de los juegos repetidos finitos son sustancialmente distintos de los que existen en
los superjuegos infinitos. Ello se debe a que los primeros tienen un ultimo periodo
que da por terminado el juego, mientras que en los superjuegos infinitos no existe
tal periodo final. Y, como veremos a lo largo del capitulo, la existencia de un 1lti-
mo periodo en el juego tiene una influencia determinante en el comportamiento
estratégico de los jugadores, ya que permite utilizar la induccién hacia atras.

8.2. Estrategias de los jugadores en los juegos repetidos

Al igual que sucede con los juegos secuenciales, un juego repetido tiene mas sub-
juegos que el determinado por el juego repetido en su conjunto. Cada repeticion
del juego define un subjuego propio y, por tanto, el concepto de equilibrio adecua-
do para los juegos repetidos es el equilibrio de Nash perfecto en subjuegos (ENPS).
Ademas, la mera repeticion de un juego estatico produce dos novedades. Por una
parte, modifica las estrategias de cada jugador, en el sentido de que dichas estra-
tegias pasan a tener tantos “planes de accién” como rondas se repite el juego. Por
otra parte, da lugar a la aparicion de nuevos conceptos como la historia del juego.

Definicion 8.1. Una estrategia para un jugador i en el juego repetido G es un plan de
juego completo que especifica qué elegir en cada periodo t en funcion de cada posible
historia del juego hasta t — 1.

3 Acciones y pagos que todos los jugadores observan.
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El hecho destacable es que con multiplicidad de EN en el juego de etapa G,
se pueden construir ENPS del juego repetido con estrategias que no forman parte
de ningtin EN del juego de etapa. Esto es lo que sucede con {(C,C),(A,B)} enla
Proposicion 8.4.

Para abundar en este aspecto, consideremos el juego de etapa G cuya forma
normal es la que aparece en la Tabla 8.4.

Tabla 8.4. Juego de etapa con multiples equilibrios de Nash

1 2 A B
A 4,4 1,5
B 5,1 0,0

El juego de etapa de la Tabla 8.4 tiene dos EN en estrategias puras: (A,B) y
(B, A). Dado que los pagos que proporcionan son, respectivamente, (1,5) y (5,1),
se concluye que el primer equilibrio es “mejor” para el jugador 2 y el segundo es
“mejor” para el jugador 1. El juego también tiene un tercer EN (en mixtas), consis-
tente en que cada jugador elige A o B con la misma probabilidad, lo cual le propor-
ciona el pago esperado i x4+ i x5+ i x 1+ i x0 = g Representemos en la Figura
8.1 estos tres vectores de pagos.

N
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(1,5)
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Figura 8.1. Pagos de equilibrio en el juego G de la Tabla 8.4

Supongamos ahora que el juego de etapa G se repite dos veces. Es evidente
que G? tiene dos ENPS: {(A,B),(A,B)} y {(B,A),(B,A)}. Asimismo, se puede
construir un ENPS de G* que rinde pagos simétricos a los jugadores a base de
alternar EN en cada subjuego (o repeticion del juego), en cuyo caso tendremos
{(A,B),(B,A)} 0 {(B,A), (A, B)}. Por ejemplo, el ENPS {(A,B), (B,A)} se consi-
gue con el siguiente perfil de estrategias:
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Para el jugador 1:

* Jugar Aen t = 0 (esperando que el jugador 2 elija B).
* Jugar Ben t = 1, después de cualquier historia posible del juego.

Para el jugador 2:

* Jugar Ben t = 0 (esperando que el jugador 1 elija A).
+ Jugar A en ¢t = 1, después de cualquier historia posible del juego.’

Estas estrategias configuran un EN en cada subjuego: (A, B) en el subjuego
definido por el periodo t = 0y (B,A) en el de t = 1, y dan lugar a un vector de
pagos medios en cada periodo de (3,3). Por lo tanto, en G? no se descarta ninguno
de los vectores de pagos factibles de G (los equilibrios de G se mantienen en G2,
con el tnico matiz de que se repiten dos veces y, en consecuencia, los pagos medios
por periodo de G 2 coinciden con los de G). Ademas, la alternancia de los equilibrios
de G multiplican el nimero de posibles resultados en G 210

Las nuevas posibilidades de pagos en el juego repetido G con respecto al juego
de etapa G, de las cuales solo se recoge el pago (3,3), convierten la Figura 8.1 en
la Figura 8.2."
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[1[3]
N—

[ ]

.G

\4

U

Figura 8.2. Pagos cuando G se repite dos veces

° E1 ENPS dado por la concatenacién {(B, A), (A, B)} se consigue con estrategias similares por parte de los
jugadores.

10 También se podria alternar entre estrategias puras de G en un periodo y estrategias mixtas de G en el
otro, y obtendriamos mas posibilidades de pagos en GZ.

112 concatenacién en las dos tiltimas rondas también podria ser {(A, B), (B, A)}.
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;Por qué los jugadores no juegan (A, A) las dos veces que se repite el juego de
etapa G, en cuyo caso obtendrian un pago de 4 por periodo? Porque si en algiun
periodo, o en los dos, se jugara (A, A), cada jugador se arrepentiria pensando que
si hubiese elegido B podria haber conseguido un pago mayor a costa del rival. Ello
es debido a que (A, A) no es un EN del subjuego que tiene lugar en ese periodo.

Si el juego de etapa se repite tres veces, y dado que los dos jugadores deben
obtener el mismo pago medio por periodo, es evidente que intercambiar los EN
(A, B) y (B, A) de G solo sirve para dos periodos del juego G."? Para el periodo que
queda por jugar —el primero— los jugadores deben jugar necesariamente (A, A) si
quieren maximizar la ganancia media por periodo y que esta sea, ademas, simétrica.

Se afiade, pues, una nueva posibilidad en G*: que los jugadores elijan Aen t = 0
y que alternen entre A y B (o al revés) en los dos periodos siguientes. En este caso,
tendriamos la trayectoria de equilibrio {(A, A), (A, B), (B, A)} o bien la trayectoria
{(A,A),(B,A),(A,B)}, que rinde el pago medio por periodo #3*1 = 1 a] jugador

1y el pago medio por periodo > = 2 al jugador 2, es decir, (u, uz) = (E E).

3. 373
Si anadimos las nuevas posibilidades de pagos de los jugadores a las de la Figura
8.2, el resultado es la Figura 8.3.

A\
2%}

(1,5)

al(541)

Figura 8.3. Pagos de los jugadores en G3

Cualquier soluciéon simétrica que no sea {(A,A),(A,B),(B,A)} o {(AA),
(B,A),(A,B)} rinde un pago inferior a los jugadores. Por ejemplo, si la secuen-
cia fuese {(A, B), (B,A), (A, A)} obien {(B,A), (A B), (A, A)}, no estariamos ante
un equilibrio porque en t = 2 cada jugador tendria incentivos para cambiar A por
B, sin que el otro jugador tuviese posibilidad de responder en el siguiente periodo
a esta desviacion (porque tal periodo ya no existe).

12 En general, para cualquier nimero par de periodos de un juego G7.
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Las estrategias (detonantes) con las que se consigue la concatenacion {(A4, A),
(B,A), (A,B)} son las siguientes:

Para el jugador 1:

* En el primer periodo, ¢t = 0, jugar A (esperando que el jugador 2 haga lo
mismo).

+ Sino ha sido traicionado por el jugador 2 y, por tanto, la historia del juego
ent=1es (A A), obien silos dos han traicionado uno al otro y, por tanto,
la historia del juego es (B, B), entonces jugar Bent =1y Aen t = 2. Por el
contrario, si ha sido traicionado por el jugador 2 y, por tanto, la historia del
juego en t = 1 es (A, B), jugar B para siempre (es decir, tanto en ¢ = 1 como
en t = 2) porque ya no confia en el jugador 2."

Para el jugador 2:

* Ent =0, elegir A (esperando que el jugador 1 haga lo mismo).

* Sino ha sido traicionado por el jugador 1y, por tanto, la historia del juego
ent=1es (A A), obien silos dos han traicionado uno al otro y, por tanto,
la historia es (B, B), elegir Aen t = 1y Ben t = 2. Si ha sido traicionado por
el jugador 1y, por tanto, la historia del juego en ¢ = 1 es (B, A), escoger B
para siempre (es decir, tanto en ¢ = 1 como en t = 2) porque ya no confia en
el jugador 1.

En definitiva, cada jugador conoce la estrategia 6ptima para los dos y sabe que,
si se desvia de ella para mejorar su pago a costa del rival (resultado no simétrico),
entonces el jugador enganado respondera reajustando su estrategia inicial, siendo
peor el pago para cada uno que si respeta la estrategia inicial. Conviene advertir
que (A, A) forma parte del equilibrio de G, a pesar de que no es EN de G. La idea
es que en el juego repetido el EN es un conjunto de estrategias, una para cada
repeticion del juego, que deja satisfechos a ambos jugadores en la cadena definida
por el juego repetido, a pesar de que en una determinada repeticion del juego (en
un eslabon de la cadena) dicha estrategia colectiva puede no ser EN.

Supongamos ahora que el juego de etapa § representado en la Tabla 8.4 se repi-
te 50 veces, G*°, y que los dos jugadores tienen la oportunidad de jugar la estrategia
colectiva (A, A) las primeras 48 veces y, después, alternan la estrategia colectiva
(B,A) en la ronda 49 y la estrategia colectiva (A, B) en la ronda 50. Esta conca-
tenacion de estrategias es un ENPS y proporciona el vector de pagos promedio
48x(4, 4)+(5 D+(L.5) _ (32, 3?) a los jugadores, el cual se aproxima mucho al vector
de pagos (4 4). Pues bien, si anadimos este nuevo vector de pagos a los que te-
niamos inicialmente y que ya hemos representado en la Figura 8.3, obtenemos la
Figura 8.4.

13 El jugador 1 ha de saber que si quien engafia en t = 0 es él, el jugador 2 respondera eligiendo B para
siempre y, en ese caso, lo mejor para 1 es elegir A.
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Figura 8.4. Pagos en el juego G0

Que cada jugador elija A periodo tras periodo hasta que solo queden dos rondas
en el juego, es decir, que el resultado sea, por ejemplo,

{ (A A),(AA),....,(AA),(BA),(AB)}

48 primeras veces que se repite el juego

es lo mejor para obtener el maximo pago conjunto y el resultado sera un ENPS.
Este resultado no es casual. De hecho, ya a finales de la década de 1950 existia un
resultado sobre esta propiedad de los juegos repetidos y que, debido a que no estaba
plasmado en ninguna referencia escrita, paso a llamarse teorema folk o teorema de
tradicion oral. Para enunciarlo, es necesario definir previamente qué se entiende
por pago de reserva de un jugador en un juego G.

Definicion 8.8. El pago de reserva (o minimax) de un jugador i en un juego G en
forma normal es el pago maximo que puede obtener suponiendo que los jugadores
rivales actiian para minimizar el pago de i.

El pago de reserva, u;, para el jugador i en el juego de etapa es, pues, el pago
que el jugador puede asegurarse, periodo tras periodo, con independencia de lo que
hagan los otros jugadores.

Definicion 8.9. Un resultado es racionalmente individual para un jugador si le pro-
porciona el pago de reserva.

Por ejemplo, cualquier jugador en el juego G representado en la Tabla 8.4 puede
garantizarse 1 como pago, simplemente eligiendo A en todas las rondas de G” y sin
tener en cuenta lo que haga el rival. Por lo tanto, la union del vector de pagos de re-






Los juegos repetidos
en accion

9.1. Introduccion

La mayor parte de las interacciones que se dan en el mundo real, desde la compe-
tencia entre empresas oligopolistas hasta el comportamiento social, pasando por
las relaciones comerciales entre paises, tienen lugar mas de una vez a lo largo del
tiempo y, por tanto, se pueden analizar a la luz de los juegos repetidos del Capitulo
8. Por ejemplo, las empresas que compiten una y otra vez en un mercado estan
desarrollando un juego en el que cada una determina, periodo tras periodo, la can-
tidad a producir o el precio del producto que fabrica. Es por ello que tiene sentido
analizar su comportamiento cuando son conscientes de esta interdependencia a lo
largo del tiempo y averiguar si este comportamiento es diferente o no del que ex-
hiben en un contexto estatico. En otros casos, el interés reside en analizar como
ciertas préacticas sociales (convenciones, normas, cooperacion, confianza, etc.) se
sostienen a pesar de que los jugadores son egoistas y, en el corto plazo, tienden a
desviarse de conductas colaborativas. El caso paradigmaético es el de las situaciones
con estructura del dilema del prisionero en las que los jugadores, persiguiendo sus
intereses personales, se ven abocados “como por una mano invisible” a un resulta-
do suboptimo para ambos y que, sin embargo, pueden ser resueltas sin necesidad
de recurrir a una autoridad centralizada que imponga el resultado 6ptimo desde el
punto de vista agregado.'

La forma adecuada de modelar que las empresas compiten dindmicamente en el
mercado, adoptando decisiones tanto de corto como de largo plazo, es mediante los
juegos multietapicos (de dos etapas) y/o los juegos repetidos. La idea de los juegos
de dos etapas es comprender el efecto que una variable de estado —elegida durante
la primera etapa— tiene en el proceso de competencia en el mercado de producto,
competencia que se desarrolla en una segunda etapa. Un juego de dos etapas para-
digmatico es el equilibrio de Cournot como resultado de un modelo de Bertrand en
el que las empresas tienen restricciones de capacidad (Kreps y Scheinkman, 1983).
A su vez, el espiritu de los juegos repetidos es reflejar la competencia dinamica
desde una perspectiva distinta de la de los juegos de varias etapas: mientras que
en los juegos de varias etapas hay una variable de estado, en los juegos repetidos
no hay variable de estado, sino que los jugadores, siempre los mismos, juegan el

L £l dilema del prisionero fue desarrollado en 1950 por Merrill M. Flood y Melvin Dresher de la Rand Cor-
poration para responder al concepto de equilibrio de Nash, y fue el matematico Albert W. Tucker quien, en
ese mismo afio, y una vez que observo la matriz de pagos, lo revisti6 con el relato de los prisioneros.
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juego de una sola etapa (juego estatico o constituyente) una y otra vez a lo largo
de un numero finito o infinito de periodos.

La ventaja de los juegos repetidos es que superan la simplicidad del analisis es-
tatico de Cournot y Bertrand y, por tanto, constituyen el marco idéneo para captar
la posibilidad de reaccion de las empresas al comportamiento que las rivales hayan
tenido en el pasado. No obstante, las predicciones de los juegos repetidos dependen
significativamente del horizonte temporal considerado. En particular, un juego co-
mo el de Cournot o el de Bertrand repetido un numero finito de veces tiene un con-
junto de equilibrios que se limita al equilibrio Cournot-Nash (ECN) o el equilibrio
Bertrand-Nash (EBN) del respectivo juego (constituyente) de Cournot o Bertrand.
De esta forma, el comportamiento de las empresas cuando compiten durante un
numero finito de periodos es basicamente el mismo que cuando lo hacen durante
un solo periodo. Este es el problema del horizonte finito: que el conjunto de equi-
librios a que da lugar es demasiado pequerio y solo incluye resultados ineficientes
desde el punto de vista colectivo, dado que las empresas son incapaces de conseguir
los beneficios de monopolio.

Por el contrario, cuando el juego se repite un nimero infinito de veces, caemos
en el extremo opuesto, y el conjunto de equilibrios contiene muchisimos mas equi-
librios que el de un juego estatico: junto al ECN o EBN (repetidos infinitamente)
del juego de etapa, incluye también resultados cooperativos. De hecho, cualquier
combinacion de beneficios que otorga a cada empresa un beneficio en cada periodo
mayor que el correspondiente al ECN o EBN del juego estatico puede soportarse
como un equilibrio de Nash perfecto en subjuegos (ENPS) siempre que las empre-
sas sean suficientemente pacientes, es decir, siempre que no descuenten demasiado
el futuro. Es mas, bajo ciertas condiciones la multiplicidad de equilibrios se amplia
hasta el punto de existir ENPS que soportan cualquier beneficio individualmente
racional en el juego estatico. Para ello, las estrategias de las empresas deben incor-
porar castigos para las empresas que se desvien de la pauta conveniente para todas
y para las empresas que no sancionen a las que se desvien, y asi sucesivamente. E1
maximo grado de colusién se alcanzara cuando la sancion sea la mas severa posi-
ble. De hecho, cuando las empresas fijan precios, los resultados tienden a ser mas
colusivos que cuando fijan cantidades porque las sanciones conllevan castigos mas
Severos.

Es aqui donde el llamado teorema folk adquiere importancia. Este teorema pre-
dice que, bajo determinadas condiciones, un juego repetido indefinidamente tiene
muchos (infinitos) ENPS, lo cual significa que hay muchas estrategias posibles que
definen ENPS. La aplicabilidad y el poder predictivo de la teoria de los juegos repeti-
dos son, pues, escasos al arrojar ambigiiedad sobre el reparto final de los beneficios
entre los jugadores.

;Qué podemos hacer frente a la ambigiiedad del teorema folk? Una posibili-
dad es utilizar algin criterio para refinar (reducir) el conjunto de ENPS existentes
y por ello buena parte de la literatura tiende a desechar los ENPS que estan do-
minados paretianamente en términos de beneficios agregados. Este criterio es, sin
embargo, criticable en dos aspectos como minimo. En primer lugar, no existen fun-
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perativo que les permite obtener mayores beneficios que el ECN. Ademas, lo con-
siguen de forma no cooperativa, es decir, sin necesidad de firmar acuerdos vin-
culantes entre si. Para ello es necesario que valoren suficientemente el futuro; si
lo descuentan mucho, la colusién tacita se torna inviable.!® El horizonte infinito o
indefinido de interaccion es importante porque asegura que, independientemente
del periodo en el que estemos, siempre habra suficientes periodos en el futuro pa-
ra que el coste de la sancién por desviarse supere al beneficio que se consigue en
un periodo con la desviacion en dicho periodo.'® Este resultado es un ejemplo de
otro mas general conocido como teorema folk y que es el mas relevante de la teoria
de los juegos repetidos, tal como hemos establecido en el Capitulo 8. En el caso
particular de un duopolio, se puede enunciar de la siguiente forma.

Proposicion 9.5 (Teorema folk). En el superjuego C* jugado por dos empresas,
cualquier par de beneficios (my, ;) tales que my > n°,m > nf ym+my < T™ se puede
sostener como pagos de equilibrio en cada periodo siempre que el factor de descuento
de las empresas esté proximo a 1.

Hay que tener en cuenta que 7™ es el beneficio maximo que puede obtener cada
empresa, dado el beneficio que obtiene la empresa rival, cuando se maximizan los
beneficios conjuntos. Esta frontera de posibilidades de beneficios proporciona la
misma informacion que la curva de contrato, pero en el espacio de beneficios y no
en el de cantidades. El teorema folk se puede ilustrar graficamente como se hace en
la Figura 9.1.

C > T
m 1
8 b4

Figura 9.1. Pagos alcanzables mediante colusion tacita con competencia en cantidades

15 En el limite, cuando & = 0, a las empresas no les importa nada el futuro y siempre les resulta mas rentable
desviarse que cooperar.

16 E factor de descuento & refleja tanto la tasa de preferencia temporal de mercado, r, como la probabilidad
y de que el juego finalice (en una repeticion indefinida), ya que § = (1 - y) # Por lo tanto, valores bajos
de r y/o y facilitan la colusion.
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Lo que establece el teorema folk es que si las empresas descuentan poco el fu-
turo, la probabilidad de que el juego termine es pequefia y cada una tiene incentivo
para castigar la traicién aunque ella resulte perjudicada al castigar a los rivales, en-
tonces hay muchos equilibrios posibles, es decir, hay muchas estrategias posibles
{qi¢ (ht).qj: (he)} que dan lugar a ENPS y para las que el pago de cada empresa

en cada periodo asociado a la corriente Y 6'm; (qir (ht), g (ht)) es igual a ;.
=0

En otras palabras, que si § — 1, casi todo'” es un ENPS si las estrategias de las
empresas son defonantes.'®

;Se limita el conjunto de ENPS alcanzables mediante colusion tacita a los equi-
librios que son Pareto superiores al ECN? La respuesta es no y constituye una ex-
tension del teorema folk.

Definicion 9.3 (Vector de pagos individualmente racional). Sea u; el pago minmax
dela empresa i en el juego G = {N, S, '}, definido como u; = min,_ max;, 7; (s;,s_;).
El vector de pagos Y/(s) es individualmente racional si (s) > u, donde ¥ (s) =

(Y1 (8)s ooy Vi (8) s ooy Un (8)) yu= (g, e Uiy Uy)

Asi pues, en el juego estatico, un vector de pagos /(s) es individualmente ra-
cional si cada empresa recibe al menos su pago minmax, es decir, el valor que se
puede garantizar para si misma, independientemente de las estrategias de las em-
presas rivales. A partir de aqui, llegamos a que el conjunto de resultados que se
pueden alcanzar mediante la colusion tacita es mucho mas amplio que el conjunto
de resultados Pareto superiores al ECN de C*° de la Proposicioén 9.2 (Fudenberg y
Maskin, 1986).

Proposicion 9.6 (Teorema folk perfecto). Sea C* un superjuego con descuento y
sea x un vector de pagos individualmente racional. Entonces, existe un §* € (0,1) tal
que si § € (6*,1), C™ tiene un ENPS que ofrece precisamente los pagos dados por x."’

Asumiendo que el valor de § esta proximo a 1y que cualquier vector de pagos
individualmente racional rinde beneficios no negativos a las empresas, el conjunto
de vectores de pagos sostenibles como ENPS derivado del teorema de Fudenberg y
Maskin es mucho mayor que el representado en la Figura 9.1 y se puede ilustrar en
la Figura 9.2.

17 En el sentido de que ni el beneficio total puede exceder el de monopolio, ni el beneficio para cada empresa
puede ser menor que el de ECN.

18 Abreu et al. (1986) investigan otras estrategias menos severas, como la del ojo por ojo y muestran que esta
estrategia también sostiene resultados colusivos.

19 Lo que decimos es que u; es el peor pago que puede obtener la empresa i (racional y maximizadora de
beneficios) en el juego C, y que ¥; (s) es un beneficio para i no inferior a u;.
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Figura 9.2. Conjunto de pagos sostenibles como ENPS para § — 1

En definitiva, el teorema folk asegura que si § esta suficientemente proéximo a
1, todo® es un equilibrio, ya que virtualmente cualquier conjunto de pagos se pue-
de obtener como un ENPS del superjuego C*. A pesar de todo, para valores de §
préoximos a 1, la estrategia de castigo para conseguir colusién ticita no tiene por
qué ser necesariamente la detonante irreversible. Las empresas no tienen por qué
amenazar con renunciar para siempre a un beneficio mayor cuando una empre-
sa infringe la pauta colusiva. En su lugar, pueden especificarse, en el conjunto de
estrategias de los jugadores, estrategias detonantes reversibles (q", ¢, T) que pres-
criben que, tras un nimero finito T de periodos de castigo a la empresa infractora
(produciendo la cantidad de Cournot), las empresas vuelven a su comportamiento
colusivo.

Corolario 9.1. Bajo HI-H5, sim; (q™) > m; (qc) para toda empresa i, entonces existe
un § € (0,1) y un T finito, tales que la combinacién de estrategias detonantes con

reversion finita (q", ¢, T) es un ENPS del superjuego C*™.

Demostracion El equilibrio requiere que se satisfaga la condicion

1-6 s
Aa™ (a™) >
1_57T1(q )+1_5ﬂl(q)—
1_5t m J " 5t+1_5t+T+1 c 5t+T+1 "
> ——mi(q") +8'm (¢") + ——5—m(q") + T—5m(q")

20 En el sentido de que ni el beneficio total puede exceder al de monopolio, ni el beneficio para cada empresa
puede ser negativo (antes preferiria salir del mercado).
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la cual, una vez simplificada, se convierte en

7 (q") - 7 (q™)
5> = : + 6™ (m (™) - 7 (¢© (9.8)
i (qm) - 7 (¢°) ( (@)
Para § € (6*,1), siendo &* = % € (0,1), la desigualdad (9.8) exige
que se verifique § - §* > 67 (m; (¢™) - m; (¢°)), con lo cual

g 88
7 (™) - 7 (¢°)

Esto significa que podemos encontrar una determinada duracion del castigo, T,
tal que la desigualdad (9.9) se cumpla y la cantidad de monopolio sea ENPS. ]

(9.9)

No solo esto. Otras estrategias como, por ejemplo, producir en cada periodo la
cantidad que maximiza el beneficio de las empresas, dada la cantidad producida por
las empresas rivales en el periodo anterior, también conducen al resultado colusivo.

m Ejemplo 1

Consideremos un duopolio en el que las empresas tienen costes marginales nulos,
¢ = 0, y enfrentan la demanda de mercado p(Q) = max{0,1 - Q}, donde p es el
precio de mercado y Q = ¢; + @2, siendo g; la cantidad que produce cada empresa
i, i = 1,2. Para determinar qué valores del factor de descuento hacen que la coope-
racion se sostenga como ENPS del juego repetido cuando cada empresa sigue la
estrategia detonante, escribimos los beneficios de cada una cuando juegan coope-
rativamente, cuando juegan no cooperativamente y cuando se produce desviacién
del resultado cooperativo. Dichos beneficios son los reflejados en la Tabla 9.1.

Tabla 9.1. Beneficios de los duopolistas

1 3
1 NG| 27y ©=3 ©=3

1 11 5 5 3 9
"% 838 48’ 36 32’ 64
1 5 5 11 7 7
"3 36’ 48 9°9 72’ 64

3 9 3 7 7 3 3
"3 64’ 32 64’ 62 32’32

A partir de la forma normal del juego de la Tabla 9.1, es evidente que si ambas
empresas juegan no cooperativamente, el ECN consiste en que cada una produce
1/3. Por otra parte, la colusion (o resultado cooperativo) lleva a que cada una re-
duzca su produccion hasta 1/4. Por ultimo, a cualquier empresa que suponga que
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